Szorgalmi feladatok

1. SZAMELMELET

1. Feladat. (1 pt.) Mennyi lehet két szomszédos Fibonacci-szam legnagyobb
kozos osztdja?

2. Feladat. (2 pt.) Mutassuk meg, hogy ha a és b relativ primek, akkor ab és
a + b is azok.

3. Feladat. (3 pt.) Mennyi a" — 1 és o™ — 1 legnagyobb koézos osztoja?

4. Feladat. (1 pt.) Mely n természetes szamok esetén lehet egyszertsiteni a
32 tortet?

4n+1
5. Feladat. (3 pt.) Legyen t(z) = é, ha z € R\ Z. Egy a valos szambol
kiindulva képezziik sorra a t(«), t(t(«)), t(t(t(a))), ... szamokat. Mutassa

meg, hogy a sorozat akkor és csak akkor szakad meg, ha « raciondlis szam.

6. Feladat. (3 pt.) Hatarozza meg a t(z) figgvény fizpontjait, vagyis mind-
azokat az « valos szamokat, amelyekre ¢(a) = a.

7. Feladat. (1 pt.) Mutassa meg, hogy 2" — 1 csak akkor lehet prim, ha n is
az. (Mersenne-primek)

8. Feladat. (2 pt.) Mutassa meg, hogy 2™ + 1 csak akkor lehet prim, ha n
kettGhatvany. (Fermat-primek)

9. Feladat. (3 pt.) Legyen f egy olyan egész egyiitthatos masodfokd polinom,
amelyre f (k) oszthato 5-tel minden k egész szdmra. Mutassa meg, hogy f
minden egyiitthatdja 5-tel oszthato. Mi a helyzet magasabbfoki polinomokkal?
Es ha 5 helyett mas (prim)szamot vesziink?

10. Feladat. (1 pt.) Mely p primszamokra lesz 29p + 1 négyzetszam?

11. Feladat. (1 pt.) Bizonyitsa be, hogy barmely p primszémra és k < p

pozitiv egészre (g) oszthato p-vel.

12. Feladat. (2 pt.) Legyenck a és b pozitiv egész szamok, amelyekre a3 = b?
teljesiil. Mutassa meg, hogy ekkor létezik olyan k pozitiv egész, amelyre a = k2
és b= k3.

13. Feladat. (3 pt.) Jelolje v, (n)-nel az n természetes szam primtényezds
felbontésaban a p prim kitevgjét. (Tehat v, (n) = k akkor és csak akkor, ha
p" | nés p* T f n.) Igazolja, hogy minden n pozitiv egészre vo((n + 1) (n + 2)-
...+ (2n)) =n.

14. Feladat. (2 pt.) Hatarozza meg 7 + 72 + 73 + - 4 74900 ytolsé két
szamjegyét.

15. Feladat. (2 pt.) Mutassa meg, hogy ha m paratlan primhatvany, akkor
az 2 = 1 (mod m) kongruencianak csak két megoldasa van: z = 41 (modm).
Igaz marad-e az &llitas, ha m nem primhatvany?
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16. Feladat. (1 pt.) Bizonyitsa be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik
tagja oszthatd harommal.

17. Feladat. (2 pt.) Milyen szamjegyeket kell irni a és b helyére, hogy 1456ab
oszthatd legyen 41-gyel?

18. Feladat. (3 pt.) Négy egymaést kovets pozitiv egész koziil legalabb az
egyik Osszetett, hasonldéan 6t egymast kovets paratlan szdm koziil legalabb az
egyik Osszetett (ugye?). Mutassa meg, hogy tetszsleges pozitiv egészekbsl 4llo
szamtani sorozathoz lehet taldlni olyan K szamot, hogy a szdmtani sorozat
barmely K egymaést kdvetd tagja kozott van Gsszetett szam.

19. Feladat. (1 pt.) Oldja meg a 73z = 1 (mod 247) kongruenciat. (Utmu-
tatas: Vizsgaljuk kiilon modulo 13 és modulo 19 a kongruenciat, majd ezek
megoldasaibdl ,gytrjuk Ossze” az eredeti kongruencia megoldasat a kinai ma-
radéktétel segitségével.)

20. Feladat. (1 pt.) Melyek azok a természetes szamok, amelyek négyzete
tizes szdmrendszerben 29-re végzodik? (Akéarcsak az elézé feladatnél, itt is
hasznalhat6 a kinai maradéktétel.)

21. Feladat. (1 pt.) Mennyit ad maradékul 31-gyel osztva 33 - ... 597

22. Feladat. (1 pt.) Mutassa meg, hogy ha n > 4 Osszetett szam, akkor
(n—1)! =0 (modn). (Ebbdl kévetkezik, hogy Wilson tételének a megforditasa
is igaz.)
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23. Feladat. (3 pt.) Bizonyitsa be, hogy ((%)') =(-1)2

sz6leges paratlan p primszamra.

(modp) tet-

24. Feladat. (2 pt.) Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha ¢ (n) =
12107 (Hatarozzuk meg az Osszes lehetséges ilyet)

25. Feladat. (2 pt.) Igazolja, hogy az n = 1,2 esetek kivételével ¢ (n) sosem
paratlan.

26. Feladat. (2 pt.) Oldja meg a ¢ (2n) = n egyenletet a természetes szamok
halmazan.

27. Feladat. (2 pt.) Oldja meg a ¢ (n) = n — 2 egyenletet a természetes
szamok halmazan.

28. Feladat. (3 pt.) Legyen A az az n X n-es méatrix, amelyben az i-edik sor
j-edik eleme Inko (i, 7). Hatérozza meg A determinanséat.



