1. feladatsor — Szamelmélet

1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy aldbbi oszthatosagok tetszéleges n € N esetén
teljesiilnek.

(1) 6| n®—n;

(2)3|2-T -2

(3) 9|7 +3n—1;

(4) 1+2+3 ’ 12n+1 + 22n+1 +32n+1;

1.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 10¥—1 oszthaté 9-cel minden k nemnegativ egész
szamra, majd ennek segitségével igazoljuk, hogy egy szam pontosan akkor oszthatd
9-cel, ha (tizes szamrendszerbeli) szamjegyeinek Gsszege oszthato 9-cel, azaz

9| @, —arag < 9|ap+a1+ - +apn.

1.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 102**1 41 és 10%* — 1 oszthato 11-gyel minden k&
nemnegativ egész szamra, majd ennek segitségével igazoljuk, hogy egy szam pontosan
akkor oszthaté 11-gyel, ha (tizes szamrendszerbeli) szamjegyeinek véltakozo elGjeld
Osszege oszthatd 11-gyel, azaz

11| @, —ajap < 11|ap—ai+ -+ (=1)"a,.

1.4. Feladat. Palindrom szamnak az olyan szamokat nevezziik, amelyeknek tizes
szamrendszerbeli felirdsa oda-vissza ugyanaz. Mutassuk meg, hogy minden péaros
hosszusagi palindrom szdm oszthatd tizeneggyel.

1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmely a,b egész szamokra teljesiil, hogy 7 |
10a+b < 7| a—2b. Dontsiik el ennek a szabalynak a segitségével, hogy oszthato -e
héttel a 334989655 szam!

1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok és 2a+9b oszthatod 17-tel,
akkor 33a 4 89b is oszthato 17-tel.

1.7. Feladat. Adjuk meg azt a 3 legkisebb egymas utan kovetkezs természetes sza-
mot, amelynek Osszege négyzetszam és egyben kdbszam.

1.8. Feladat. Teljesiil-e, hogy tetszélegesen megadott nyolc darab haromjegyi szam
koziil mindig kivalaszthatd ketts Ggy, hogy ezeket egymas mellé irva, a kapott szdm
7-tel oszthato?

1.9. Feladat. Igaz-e, hogy minden pératlan szam négyzete 8-cal osztva 1-et ad
maradékul?

1.10. Feladat. Van-e olyan négyzetszam, amely

(a) T7-tel osztva 3-at ad maradékul;
(b) 8-cal osztva 3-at ad maradékul;
(c) 6-tal osztva 3-at ad maradékul,
(d) 9-cel osztva 3-at ad maradékul?
1.

11. Feladat. Mutassuk meg, hogy a kdvetkezd szamok Osszetett szdmok.
) 106 — 57
) 0100

c) 420 — 1

(a
(b
(
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(d) 1000027;
(e) 1000...001 (2012 darab 0):
(f) 11420 4+31 4+ ...+ 100!

1.12. Feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a, b egész szamok
legnagyobb kozos osztéjat, és adjuk meg a legkisebb kozos tobbszorostiket.
(1) a=—1183, b = 1573.
(2) a =368, b=161;
(3) a =539, b=1001.
(
(

)

3)

4) a =377, b= 233;
5) a = —1253, b = —3241.

1.13. Feladat. Fejezziik ki az 1.12 Feladatban kapott legnagyobb ko6zos osztokat a

és b linearis kombinécidjaként.

1.14. Feladat. Melyik az a két természetes szam, amelyek legnagyobb ko6zos osztoja

6, a legnagyobb ko6z0s 0szt6 keresésekor az euklideszi algoritmusban 3 maradékos osz-

tast végeztiink, ahol a hanyadosok egymaés utani természetes szamok voltak (névekvs
sorrendben), és a hanyadosok Gsszege 9.

1.15. Feladat. Adjunk meg végtelen sok a,b € N szampart tgy, hogy a rajtuk
végrehajtott euklideszi algoritmus 3 lépésbdl alljon (azaz a 2. osztasnél kapjuk az
utols6 nemnulla maradékot), és l.n.k.o(a,b) = 1 teljesiiljon.

1.16. Feladat. Keressiik meg azokat a legkisebb a és b (a > b) természetes szamokat,
melyekhez tartozo euklideszi algoritmus 6 1épésbdl all (azaz az 5. osztésnal kapjuk
az utols6 nemnulla maradékot). Altalanositsuk n lépésre.

1.17. Feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.

(a) 720 460y =24; (b) 78z + 30y =12; (c) 63z — 28y = 22
(d) 72z + 60y = 33; (e) 21z — 15y =12; (f) 18z + 21y =09.
1.18. Feladat. Hatarozzuk meg a kiovetkezd halmazok elemszamat.
(a) {r€Z:(FyeZ)(1lx —8y =3) és 10 <z < 30},
(b) {y€Z:(FxeZ)(Te—19y =10) és 15 <y < 35)};
(c){zxe€Z:(3yeZ)(Tx—3y=13) és 10 <z < 30};
(d) {ye€eZ:(FreZ)(13z—20y =7) és 20 < y < 40)}.

1.19. Feladat. Egy ut egyik oldalan 12 méterenként fak sorakoznak, a masik oldalon
pedig villanyoszlopok, 75 méterenként. Ahol most allok, ott éppen szemben van
egymassal egy fa és egy villanyoszlop. Mennyit kell sétalnom a kovetkezd ilyen helyig?

1.20. Feladat. Januar hatodikan négy hajo futott be Boston kikétGjébe. Az egyik
hajé négyhetente tér vissza Bostonba, a masik minden nyolcadik héten, a harmadik
és a negyedik pedig 12 illetve 16 hetente. Talalkoznak -e még idén ebben a kikétGben?

1.21. Feladat. Egy n oldalszamu szabalyos sokszog egyik csicsdban allok. A sok-
sz0g oldalainak hossza 1 mérfold, rajtam pedig hétmérfoldes csizma van, igy egy
lépéssel a hetedik cstucsba jutok. Elindulok az egyik irdnyba, és addig meg se allok
amig vissza nem jutottam oda, ahonnan elindultam. Hény lépést fogok tenni? A
cstcsok hanyadrészét jarom be?

1.22. Feladat. Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan
lehet ezekre felvaltani 245 petakot? (Az Osszes megoldast adjuk meg.)
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1.23. Feladat. Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az els§ alkalommal az egyes faj-
takbol rendre 3, 5 és 7 darabot, a maéasodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A
szamla elsé alkalommal 110 Ft, a masodik alkalommal 250 Ft volt. Milyen cimletti
bélyegeket vasaroltunk?

1.24. Feladat. Valaki a kovetkezSket mondta: ,, A baratném 22. sziiletésnapjara
22 szal viragbol all6 csokrot vettem 2000 forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és
rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve 130 forintba keriilt”
Hany szal virdgot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy
mindegyikbdl legalabb két szal volt, és semelyik kettébdl sem volt ugyanannyi?

1.25. Feladat. Egy 5 m hosszi kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és
93 cm hosszusagi lécek allnak rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez
rendre 2, 3 és 9 szog kell. Mennyire van sziikségiink a lécekbdl, ha 50 szegilink van,
és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?

1.26. Feladat. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl allitsunk Gssze 6t kiilon-
b6z8 primszéamot, hogy minden szamjegyet pontosan egyszer hasznaljunk fel.

1.27. Feladat. Az a egész szam értékét adjuk meg tgy, hogy a, a +4 és a + 14
szamok primek legyenek.

1.28. Feladat. Adjuk meg az Osszes olyan a egész szamot, amelyre a, a + 10 és
a + 14 is primszam.
1.29. Feladat. Adjuk meg az &sszes olyan p primszamot, amelyre 8p? + 1 is prim.

1.30. Feladat. Teljesiil-e, hogy barmely 3-nél nagyobb primszam négyzete 24-gyel
osztva 1-et ad maradékul?

1.31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ — 1 primszam valamely n € N-re, akkor
n is primszam.

1.32. Feladat. Teljesiil-e, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimszdmok Osszege oszthato
12-vel?

1.33. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre 2p —1 és 2p+1
ikerprimszam.

1.34. Feladat. Igaz-e, hogy barmely természetes szam egy szamjegyének megval-

toztatasaval primszamma alakithato?

1.35. Feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab
pozitiv osztoja van?

1.36. Feladat. Adjuk meg az Gsszes olyan a és b természetes szamot, amelyre
(1) Inko(a,b) = 22 és lkkt(a,b) = 264;
(2) a+ b =98 és lkkt(a,b) = 720.

1.37. Feladat. Oldjuk meg az alabbi kongruenciékat.
(a) 62 =4 (mod 8); (b) 13z = =3 (mod 34); (c) 88z =42 (mod 55);
(d) 38z =24 (mod 53); (e) 9z = 15 (mod 12); (f) 292 = 17 (mod 73).

1.38. Feladat. Melyik az a 4-re végz6d6 haromjegyt szdm, amely 63-mal osztva
1-et ad maradékul?
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1.39. Feladat. Hatérozza meg azt a legkisebb haromjegyi természetes szamot, a-
melynek 12-szerese 6-ot ad maradékul 30-cal osztva.

1.40. Feladat. Oldjuk meg a kongruenciarendszereket.

= r = 3 (mod5),
(a) T = 7 (mod 8), ) 2 = 1 (modo),
x = 6 (mod7);
N ’ r = 7 (mod9);
= 10z = 16 (mod9),
@ % =3 (mod 2), (d) 6z = 3 (mod?21),
x = 6 (mod 5);
- 7 3z = 2 (mod 5);
= 2r = 18 (mod 10),
(e) i _ i Eﬁgﬁ ?g (f) 10z = 40 (mod 12),
B ’ 152 = 9 (mod 21);
2c = 1 (mod?5)
52 = 1 (mod 6), J
&) 7z = 9 Emod 12))- (h) 5z = -1 (mod6),
a ’ 4r = 11 (mod 9).

1.41. Feladat. Egy labdarugd mérkézésre azonos szamu férshellyel rendelkezd bu-
szokkal érkeznek a szurkolok, akiket biztonsagi okokbél kisebb csoportokban enged-
nek be a stadionba. Ha a szurkolok 4 busszal érkeznek, és 5 f6s csoportokban engedik
be 6ket, akkor az utols6é csoportban csak 3 szurkolé marad. Ha 13 busszal érkeznek,
és 8-as csoportokban nyernek bebocsatést, akkor szintén 3 szurkol6 lesz az utoljara
beengedett csoportban. Mig ha 16 busszal érkeznek szurkoldok, és egyszerre 9-et
léptetnek be, akkor végiil 5 szurkoldé marad. Hany személyesek a buszok, ha tudjuk,
hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

1.42. Feladat. Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos létszami ra-
jokban vandorolnak. Ha 11 varjiraj oly médon széll le egy fara, hogy a fa minden
agéra 4 varju keriil, akkor végiil egy varji egyediil marad. Ha 12 varjaraj szall le egy
fa agaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varju egyediil lesz egy dgon. Mig ha
13 varjuraj kilences csoportokban szall le egy fa agaira, akkor az utols6 agon 7 varja
lesz. Hany varju van egy rajban, ha tudjuk, hogy ez a szdm nem t6bb, mint 1007

1.43. Feladat. Egy tizenhéttagi kaldzcsapat egy zsédk aranypénzt lopott. Amikor
megprobaltak egyenlGen elosztani, azt tapasztaltédk, hogy hdrom aranypénz kimaradt.
A kimaradt aranyak folotti vitaban egy kalozt megoltek. Ezutan tjraosztottik egyen-
16 aranyban a zsdkmanyt, s most tiz arany maradt ki. Az e f6l6tti vitaban egy tjabb
kalozt Oltek meg, s ezutan mar el tudték osztani a lopott aranyat tigy, hogy minden-
ki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany aranypénzt zsdkmanyoltak? (Segitség: ez
egy Okori kinai probléma.)

1.44. Feladat. Oldjuk meg a 73z = 1 (mod 247) kongruenciat. (Utmutatas: Vizs-
galjuk kiilon modulo 13 és modulo 19 a kongruenciidt, majd ezek megoldasaibol
ygyurjuk Ossze” az eredeti kongruencia megoldasat a kinai maradéktétel segitségév-

el.)

1.45. Feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5 vagy 6-oséval iiritiink ki, rendre 1, 2,
3, 4, 5 tojas marad benne. Ha azonban 7-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy
sem marad benne. Legalabb héany tojas lehet a kosarban?



