MBLK12: Relaciok (levelezd)

(elsadasvazlat)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazéit, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazéit, R a valds szamok halmazéat, ]Rar a nem negativ valos
szamok halmazat, és R™*"™ az m X n-es valés matrixok halmazat.

1. OSZTALYOZAS ES EKVIVALENCIARELACIO

1. Definici6. Tetszbleges A halmazra P(A) egy C részhalmazat az A osztalyozasanak vagy parti-
civjanak nevezziik, ha a C-beli halmazok

(1) nem iiresek,
(2) egyesitésiik A, és
(3) paronként diszjunktak.
A C-beli halmazokat osztalyoknak vagy blokkoknak nevezziik.

2. Példa. Legyen A = {1,2,3} és keressiik meg A Osszes osztélyozasat (particiojat). A definicio
szerint A éppen a C-beli halmazok diszjunkt unidja. A 3-elemi halmazt fel lehet bontani hdrom
egyelemi osztalyra (3 =1+ 1+ 1), vagy egy kételemii és egy egyelemt osztalyra (3 = 2+ 1), vagy
egyetlen 3-elemii osztalyra (3 = 3). Minden esetben meg kell vizsgéalni, hogy hany ilyen felbontas
lehetséges, és azt kapjuk, hogy Osszesen 5 osztalyozasa van A-nak:

(1) € ={{1}, {2}, {3}},
(2) € ={{1,2},{3}},

(3) € ={{1},{2.3}},

(4) C= {{173}7 {2}}7 vagy
(5) C= {{17273}}'

3. Definicid. Az a egész szam modulo m maradékosztalyan az @ = {b € Z: b = a (mod m) }
halmazt értjiik. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeldli, azaz Z,, = {0,1,...,m — 1}.

4. Példa. A3 definicioban megadott Osszes @ maradékosztaly részhalmaza Z-nek, és ezek diszjunkt
unidja éppen Z. Tehét Z,, az egész szamok egy osztalyozésa.

5. Példa. Vegyiik azt az osztalyozasat Z-nek, melyben az azonos abszolutértékii szamok keriilnek
egy osztalyba. Ekkor a C = {{0},{1,—1},{2,—2},...} osztalyozasat kapjuk, melynek csak egyetlen
egy egyelemt osztalya van, minden mas osztélya kételemd.

6. Definicio. Legyen C C P(A) osztalyozésa az A halmaznak. Ekkor az a € A elem osztalyan azt
a B € C osztalyt értjiik, amelyre a € B, és ezt az osztalyt a-val jeloljiik.

7. Példa. A 2| példa C = {{1,2},{3}} osztalyozasara 1 = {1,2}, 2 = {1,2} és 3 = {3}. A
definiciéban megadott @ éppen az a elem osztélya, azaz az el§z8 definicioban megadott jeldlés ugyan
azt adja mint ahogy a maradékosztalyokat definialtuk. A [5| példaban 0 = {0} ¢s 1= {-1,1}.

8. Definici6. Tetsz6leges A halmazra az A x A halmaz részhalmazait relacioknak nevezziik. A
0 € A x A relacio6

(1) reflexiv, ha (Va € A)(a,a) € g;

(2) szimmetrikus, ha (Va,b € A)((a,b) € 0 — (b,a) € 0); és

(3) tranzitiv, ha (Ya,b,c € A)(((a,b) € 0 A (b,c) € 0) = (a,c) € o).
A relaciot ekvivalenciarelacionak nevezziik, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

9. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon tekintsik a o = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} C Ax A
relaciot. Ez reflexiv, mert (1,1), (2,2) és (3,3) is eleme p-nak. Szimmetrikus is, mert példaul az
(1,2) € p elempart tekinte latjuk, hogy (2, 1) is eleme p-nak; vagy ha az (1,1) € g elempart tekintjiik,
akkor a (1,1) € p. Hasonloan lathato, hogy ¢ tranzitiv is, ezért g ekvivalenciarelacio.



10. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a o = {(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} relacié nem reflexiv, mert
(1,1) € o. A relaci6 szimmetrikus, viszont nem tranzitiv, mert (1,2),(2,1) € o de (1,1) € .
11. Tétel. Tetsz6leges C C P(A) osztalyozasra a
o={(a,b)ec AxA:a=5b}
relacié ekvivalenciarelacio.
12. Példa. A5l példaban megadott osztalyozashoz a
0= {(0,0), (1,1), (1,—1), (=1,1), (=1, —1), (2,2), (2, ~2), (~2,2), (-2, ~2),....}
={(a,b) €ZXZ: |a|=1b|}
ekvivalenciarelacié tartozik.
13. Definicié. Legyen 9o C A x A ekvivalenciarelacid. Az a € A elem osztalya alatt az
a={be A:(a,b) €p}

halmazt értjiikk. Definidljuk a A/p = {a@ € P(A) : a € A} halmazt, melyet a g ckvivalenciarelaciohoz
tartozo osztalyozasnak vagy az A halmaz o szerinti faktorhalmazanak neveziink.

14. Példa. Tekintsiik az A = {1, 2,3} halmazon a o = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalen-
ciarelaciot. Ekkor 1 = {b € A : (1,b) € o} = {1,2}. Hasonloan 2 = {1,2} és 3 = {3}. Tehat

definiici6 szerint
A/Q = {17 2, 3} = {{17 2}7 {1’ 2}7 {3}} = {{17 2}’ {3}}7
ami osztalyozasa A-nak.

15. Tétel. Tetszoleges 0 C A x A ekvivalenciarelaciora A/p osztalyozasa A-nak.

16. Tétel. Legyen C osztalyozasa az A halmaznak, ¢ a tétel szerint C-bdl szarmaztatott ek-
vivalenciarelacio, és C' = A/o a tétel szerint szarmaztatott osztalyozas. Ekkor C = (', azaz
visszakaptuk az eredeti osztalyozést.

17. Tétel. Legyen o C A x A ekvivalenciarelacio, C = A/p a tétel szerint szarmaztatott
osztalyozés, és o a tétel szerint C-bél szarmaztatott ekvivalenciarelacio. Ekkor o = o, azaz
visszakaptuk az eredeti ekvivalenciarelaciot.

18. Kovetkezmény. Rogzitett A halmazon az osztalyozasok és ekvivalenciarelaciok kdlesondsen
megfeleltethet6k egymasnak, azaz ugyan annyian vannak.

19. Definicié. Legyen ¢: A — B leképezés, ekkor a ¢ magjan a kdvetkezd relaciot értjik az A-n:
{(a1,a2) € A X A: a1p = azp}.

A relaciot ker p-vel jeloljiik.

20. Példa. A ¢: Z — Z, vp = |x| leképezésnél ker p = {(a,b) € ZXZ: |a| = |b|} ekvivalenciarelacio,

amelyhez tartozo osztalyozas megegyezik az bl példaban megadottal.

2. RESZBENRENDEZES ES HASSE-DIAGRAM

21. Definicié. A p C A x A relacio

(1) antiszimmetrikus, ha (Va,b € A)(((a,b) € 0 A (b,a) € o) = a =b);

(2) dichotom, ha barmely (Va,b € A)((a,b) € oV (b,a) € o).
A p relaci6 részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, ekkor az (A; o) part részben-
rendezett halmaznak nevezziik. A p relacio (linearis) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom.
22. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a ¢ = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)} relacié részbenren-
dezés, de nem rendezés, mert (2,3),(3,2) € o.
23. Példa. Az A = {1,2,3} halmazon a ¢ = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalenciarelacio

nem részbenrendezés, mert (1,2),(2,1) € p és 1 # 2.
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24. Példa. A nemnegativ egészek Ny halmazan az oszthatosag relacié részbenrendezés, de nem
rendezés. Az egészek halmazéan az oszthatosag relacié nem részbenrendezés, mert nem dichotom:
1] —-1és—1]1.

25. Példa. Tetsz6leges A halmazra a P(A) hatvanyhalmazon a C részhalmaz relacié részbenren-
dezés. P(A) tetsz6leges részhalmaza a tartalmazasra nézve részbenrendezés.

26. Példa. Legyen A rogzitett halmaz, és tekintsiik az Osszes ekvivalenciarelacié halmazat A-n:
Equ(A) = {0 C A x A: g ekvivalenciarelacio }.
Ekkor Equ(A)-n a részhalmaz relacié részbenrendezés.

27. Definicid. Legyen p részbenrendezés az A halmazon. Ha ez nem vezet félreértésre, akkor
(a,b) € o helyett a < b-t frunk, és a a < b jelolést hasznaljuk arra, hogy a < b és a # b. Azt
mondjuk, hogy a b € A elem fedi az a € A elemet, és ezt a < b-vel jel6ljok, ha a < b és nincs olyan
c € Ahogya<c<hb.

28. Megjegyzés. A részbenrendezéseket tigy szemléltethetjiik, hogy az elemek kozt csak a fedési
relaciot rajzoljuk be mégpedig ugy, hogy ha a < b, akkor a-t lejebb rajzoljuk, mint b-t. Ekkor a d < e
relaciét tgy olvashatjuk le a diagramroél, hogy van egy felfelé vezets ut d-bsl e-be néhany kozbiilss
Cly-..,Cy elemen keresztiil, azaz d < ¢1 < ¢g < -+ < ¢, < e. Kzt a diagramot a részbenrendezés
Hasse-diagramjanak nevezziik.

29. Példa. Vegyiik a 12 pozitiv osztéinak halmazat az oszthatésag részbenrendezéssel. Ekkor
Osszesen 7 fedd par van:

1<2, 1<3, 2<4, 2<6, 3<6, 4<12, 6<12,
azaz a Hasse-diagram 6 pontbol és 7 élbdl all.

30. Példa. A racionalis szamok halmazan a szokisos < rendezésben nincsen fedd pér.

31. Teétel. Legyen < részbenrendezés az A véges halmazon. Ekkor a részbenrendezést a fedési
relacio (azaz a Hasse-diagram) egyértelmtien meghatarozza.

32. Definicié. Legyen < részbenrendezés az A halmazon.

(1) Az m € A elem maximalis, ha nincs olyan a € A hogy m < a.

(2) Az m € A elem minimalis, ha nincs olyan a € A hogy m > a.

(3) Az m € A elem legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m.
(4) Az m € A elem legkisebb elem, ha minden a € A elemre a > m.

33. Példa. Egy részbenrendezésnek lehet tobb maximélis és minimaélis elem is, és az is el6fordulhat
hogy nincs maximéalis vagy minimalis elem. Példaul az A = {n € N : n > 2} halmazon az
oszthatosig részbenrendezés, amelynek nincsen maximalis eleme, de végtelen sok minimélis eleme
van, melyek éppen a primszamok.

34. Tétel. Véges halmazon minden részbenrendezésnek van maximalis és minimélis eleme.
35. Tétel. Egy részbenrendezésnek legfeljebb egy legnagyobb és egy legkisebb eleme lehet.

36. Tétel. Ha o és o tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus) relaciok az A halmazon,
akkor o N o is tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus).
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