3. feladatsor — Halmazok, Leképezések

A feladatsorban R, illetve R~ jeloli a pozitiv, illetve negativ valos szamok halmazat.
Az {1,2,...} halmazt N jeloli, n pedig az {1,2,...,n} halmazt.
Tekintsiik az 4 = {1, 2, 3,4} halmaz kovetkezs kétvaltozos predikatumait:

Pl1 2 3 4 Q1 2 3 4 R[1 2 3 4
1li @ i h 1li 4 i h Llh b i i
2|h i i h, 2|h i i i, 2|h i h h
3|h h h i 3|h h i i 31i h i i
4lh i h i 41i h h i 41i h i h

3.1. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6},C = {1,4,5}. Adjuk meg a
kovetkezd halmazokat:

AN(BAC), A\ (BUC), (A\C)u(C\ B)
3.2. Feladat. Adjuk meg a kovetkez6 halmazok elemeit:

(1) {a€d: (Vzed) (P(x,a) > P(z,x))},
(2) {a€d: 3z ecd)(Vyed) (Pla,z) A(P(z,y)V P(y,z)))}.

3.3. Feladat. Adjuk meg a kovetkez6 halmazok elemeit:

(1) {a€4d:(Fr€4) (R(a,z) NR(z,2))},
(2) {a€4: (Vz € 4)(Ty € 4) (R(a,z) = (R(z,y) A R(y, a)))}.

3.4. Feladat. Adjuk meg a kovetkez§ halmazok elemeit:
(1) {(a,b) €4 x4:(Fz€4) (Pla,z) N P(x,b))},
(2) {(a,b) €4 x4:(Vxe4) (Pla,z) = P(b,x))}.

3.5. Feladat. Adjuk meg a kovetkez§ halmazok elemeit:
(1) {(a,b) €4 x4:(Fz€4) (R(a,z) N R(x,b))},
(2) {(a,b) €4 x4:(Vzed) (R(a,z) = R(b,x))}.

3.6. Feladat. Adjuk meg a kovetkez§ halmazok elemeit:
(1) {AePA): (Va€A) R(a,a)},
(2) {AeP4): Vaec A)(Ybe A) R(a,b)}.

3.7. Feladat. Adjuk meg a kovetkez§ halmazok elemeit:
(1) {AeP): (Vae A) Qa,2)},
(2) {AeP4): (Vaec A)(3Fbe A) Qa,b)}.

3.8. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra fennallnak az alabbi
egyenlGségek:

(1) An(B\C) = (ANB)\C,

(2) AN(B\C)=(A\B)U(ANC),

(3) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

3.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B halmazokra
(1) P(ANnB) =P(A)NP(B),
(2) P(AUB) 2 P(A)UP(B), de altalaban P(AU B) # P(A) UP(B).
3.10. Feladat. Dontsiik el, hogy a megadott részhalmazok elGallnak-e A x B alak-

ban.
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(1) {(z,y):2<x<3,-1<y<2} CRxR,
(2) {(z,y) 12 +y* =1} CRXR,
3) {(1,2),(1,3),(2,3),(1,4)} C4 x 4.

3.11. Feladat. Déntsiik el, hogy a, 3, illetve a~! leképezés-e.
(1) & ={(1,2),(2,3), (4,1),(2,5), (1,1)} C4 x 5,

B =A(5,2),(4,1),(3,2),(2,1),(1,4)} C5x 4
(2) a=1{(2,3),(2,1),(4,4),(3,2)} C4 x5
B =1(1,4),(53),(2,1),(4,2),(3,1),(1,3),(2,4)} €5 x 4,
(3) a«=1{(2,3),(2,1),(1,5),(4,4),(3,2)} C4 x5
5= {014, (5.3),(4.2) (3.2), (1,3), (2, 4)} C 5 x 4

3.12. Feladat. Hatarozzuk meg az « és (B leképezések aff és Sa szorzatait. Az x
szam n-es maradékat Z(™-nel jeloljiik.

(1) a:6—=4, x—1W+1 B:4—6, z8=70 +1,

) ] (1,2),(2,4),(3,3), ) 42 ha x paros
(2) a.6—>4—{ (4,1),(5,2),(6,3) [’ B:4—6, zf= T ha x paratlan
3.13. Feladat. Dontsiik el, hogy leképezések-e.

(1) {(z,y): y =z} CRxR,
(2) {(z,y) :y* =2} CR xR,
(3) {(rc,y) y* =z} CRT xR™,
(4) {(z,y) : v =2} CR X Z,
(5) {(z,y) : [y| =2} CRT xR,
(6) {(z,y): |yl =2} CRT xR~

3.14. Feladat. Hatarozzuk meg az af és Pa leképezéseket!
(1) a:R—=R, za=22 B:R—=R, 28=3z+1,
(2) a: R—>R, za=lz|, S:R—=R, 2 =2x+3.

3.15. Feladat. Dontsiik el a kévetkezd leképezésekrdl, hogy injektivek, sziirjektivek,
illetve bijektivek-e.

(1) o1 ={(1,4),(2,3),(5,3),(6,1),(3,3),(4,4)} S 6 x 4,
(2) w2 =1{(1,4),(4,2),(3,1),(2,2)} C4 x6,
(3) ¥3 = {(1 5) ( 3) (574)7 (37 1)7 (47 2)} C5x3.
3.16. Feladat. Dontsiik el a kdvetkezs leképezésekrsl, hogy injektivek, sziirjektivek,
illetve bijektivek-e.
(1) a: Z - N,z |x]| + 1,
(2) B: R = R,z — 38
)
)

~: Q+—>N,x:§r—>2p3q, ahol (p,q) =1,p,q > 0,
6: Q= N,z =L ¢, ahol (p,q) =1,p,¢ > 0.

(3

(4
3.17. Feladat. Ellendrizziik, hogy bijektivek az alabbi leképezések, és adjuk meg az
inverziiket!

(1) a: R—=R, za=3zx-1,

(2) B: RT =R, 28=(zx+2)2—4.

3.18. Feladat. Adjuk meg a kivetkezs bijektiv leképezések inverzét.



(1) a: R = R,z — 328,
(2) B: R™ = RY x> 22,

. | x—1, hax péros,
(3) 7.N—>N,$’Y—{ r+1 ha x paratlan -

3.19. Feladat. Adjuk meg az Osszes, 3-bol 2-be mend injektiv, illetve sziirjektiv
leképezést.

3.20. Feladat. Adjuk meg az osszes, 3-bol {a, b, c}-be mend bijektiv leképezést.

3.21. Feladat. Irjuk fel az alabbi S7-beli permutéciokat paronként idegen ciklusok
szorzataként:

Wa(l 2345067
“\7 42365 1)
1234567
(2)6:<1652437>’
1234567
(3)7_(4571263)'

3.22. Feladat. Adjuk meg a kdvetkezd S7-beli, paronként idegen ciklusok szorzata-
ként elGallitott permutacidkat kétsoros irasmoédban:

(1) §=1(136)(2754),

(2) € = (17)(26)(345),

(3) n=1(154273).
3.23. Feladat. Az el6z6 két feladatban bevezetett jeloléseket felhasznalva adjuk meg
az alabbi S7-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:

(1) e, (2) Ba,  (3) (Ba)™h, (4) B2, (5) B2, (6) a®, (T)en 'pyd 1.

3.24. Feladat. Adjuk meg a kévetkezs Sg-beli permutéaciokat paronként idegen cik-
lusok szorzataként:
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(1) ((124)°(134)) ",
(2) ((1243)75(154)1%) 7",
109

2)
(3) (((1346)(25798))_1((176)(284)(39))2(1346)(25798)) :
(4) ((154372)9((293)(4527))120 (481))_1.

3.25. Feladat. Keressiik meg azokat a o € Sg permutéciokat, amelyekre teljesiilnek
a kovetkez6 Osszefiiggések:

(1) (153)0(621)(413) = (315), 1
ONCEEDIEEIRERIE (- I I
(3) (2436)40(1235)7 = (1423)'2,

3.26. Feladat. Dontsiik el, hogy a 3.21. és a 3.22. feladatban bevezetett o, ..., n €
S7 permutéaciok, valamint a segitségiikkel megadott alabbi permutaciok parosak vagy
paratlanok:

_ 111 1 /e 2
(1) (16" (@) (eya) (87 %)
3.27. Feladat. Hany olyan o € Sg permutécié van, amelyre
(1) ’MJ, =0,
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3.28. Feladat. Hény mésodrendii elem van Sos-ben? Ezek koziil hany paros?

3.29. Feladat. Adjuk meg Sg Gsszes olyan m permutéciéjat, amelyre 7¢ = id, és 7
6-nal kisebb pozitiv hatvanyai nem identikusak.

3.30. Feladat. Adjuk meg Syo &sszes olyan paros m permutaciéjat, amelyre 7% = id,
és m 6-nal kisebb pozitiv hatvanyai nem identikusak.

3.31. Feladat. Képzeljiink el egy szallodat, amelynek megszamlalhatéan végtelen
sok szobéaja van, de mar minden szoba foglalt.

(1) Egy tjabb vendég szeretne megszallni a szallodaban. Hogyan tud a portas
helyet biztositani neki?
(2) Ujabb 999999 vendég érkezik. Hogyan lehetne 8ket elszallasolni.
(3) A szomszéd utcaban 1évs hasonlo végtelen szallodaban tiiz itott ki, és onnan
mindenki ebbe a szalloddba menekiil. Hogyan tudja &ket elhelyezni a portas?
3.32. Feladat. Adjunk meg bijekciot a
(1) Z és Z\ {0}, valamint a
(2) Qes Q\ {0}
halmazok ko6zott.
3.33. Feladat. Adjunk meg bijekciot az R és R\ {0} halmazok kozott.
3.34. Feladat. Adjunk meg bijekciot az (0,1) és [0, 1] halmazok kozott.

3.35. Feladat. Adjunk meg bijekciot
(1) az R és R halmazok kozott, és
(2) az {a € N:a > 10} és a {2z : z € Z} halmazok kozott.
3.36. Feladat. Adjunk meg bijekciot
(1) az (1,5) és R halmazok kozott, és
(2) az (1,5) és RT halmazok kozott.
3.37. Feladat. Adjunk meg bijekciot az N x N és N x N x N halmazok k6zott.

3.38. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd halmazok szamossagait:
(1) Nx{1,2},
(2) NxR.

3.39. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd halmazok szamossagait:

(1) P(Q),

(2) a végtelen 0-1 sorozatok halmaza.



