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Definicid.

Tetszéleges A, B halmazokra az A x B halmaz részhalmazait A-bél B-be
mend megfeleltetéseknek nevezziik. Az A halmaz a megfeleltetés
indulasi halmaza, B pedig az érkezési halmaza.

| A\

Példa.

Az A = {1,2,3} halmazbél a B = {1,2, 3,4} halmazba men8 megfeleltetések pontosan a
P(A x B) elemei, azaz 212 — 4006 darab van beléliik. Példaul, az () is megfeleltetés A-bél B-be.

| A

Definicié.
Egy p C A x B megfeleltetést A-bdl B-be mend parcialis leképezésnek
neveziink, ha barmely a € A-ra létezik legfeljebb egy b € B, amelyre

(a, b) € p.

| A

Példa.

Legyen A ={1,2,3}, B =1{1,2,3,4}, ekkor a p = {(1,4),(3,4)} C A X B megfeleltetés
parcialis leképezés. Mivel minden A-beli elem esetén 5 lehet8ség koziil valaszthatunk (nem
rendeliink hozza semmit, vagy B valamelyik elemét rendeljiik hozza), igy A-bdl B-be mené
parcialis leképezésbél 53 = 125 darab van. Az ) is parcialis leképezés A-bél B-be.
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Definicid.

A © C A x B megfeleltetést A-bol B-be mené leképezésnek neveziink, ha
barmely a € A-ra létezik pontosan egy b € B, amelyre (a, b) € .

JelGlés.

Leképezések esetén a ¢ C A x B helyett a ¢: A — B jelolés hasznaljuk.
Tovabba (a, b) € ¢ helyett azt mondjuk hogy az a elem ¢ melletti képe b,
és azt irjuk, hogy ap = b vagy a — b. Ekkor azt is mondhatjuk, hogy a b
elem Gse az a.

| A

Példa.

Legyen A ={1,2,3}, B =1{1,2,3,4}, ekkor a o = {(1,4),(2,3),(3,4)} C A x B megfeleltetés
leképezés (és parcialis leképezés is), altalaban helyette a : A — B, 1o =4, 2p =3, 3p =4
jeldlést hasznaljuk. Mivel minden A-beli elem esetén 4 lehet8ség koziil valaszthatunk, igy A-bdl
B-be mené leképezésbdl 43 = 64 darab van. Az ) NEM leképezés A-bdl B-be.
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Leképezésszorzas

Definicid.

A ¢: A — B leképezés esetén az A indulasi halmazt értelmezési
tartomanynak nevezziik. Az {ap: a € A} C B halmaz neve értékkészlet.

Tétel.
Ha ¢: A— B és: B — C leképezések, akkor pip: A — C is leképezés és
tetsz6leges a € A elemre a(p)) = (ap)ip.

Megjegyzés.

Ha a leképezést mint valamilyen végrehajtandé folyamatot, cselekedetet
képzeljiik el, akkor a szorzasuk az egymas utani végrehajtast jelenti. Példaul
abban az esetben, amikor ¢ is és 1) is egy-egy szamitogépes program, amely
az inputhoz az outputot rendeli, a szorzatleképezés a két program egymas
utani végrehajtasat jelenti tgy, hogy az elsé outputja a masodik inputja.
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A leképezésszorzas miiveleti tulajdonsaga

Tétel.

A leképezések szorzasa asszociativ, azaz tetszéleges p: A— B, ¢: B — C
és 7: C — D leképezésekre

(p)T = p(y7)

teljesiil, és mindkét oldalon A — D leképezés all.

Példa.

Tekintsiik az A = {1,2,3} halmazt, és a

p:A—= A lp=2 2p=3, 3p =1 valamint a
c:A— A, 1lo=2, 20 =1, 30 = 3 leképezéseket.

| A

@ wo: A=A, lpo=1, 2pc =3, 3pcg = 2.
e ogp: A=A lop=3, 20p =2, 30p=1.

A leképezések szorzasa nem kommutativ.
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Injektiv leképezés

Definicid.

A ¢: A — B leképezés injektiv, ha A kiilonb6z6 elemeinek képe
kiilonbozs, azaz ha (Va1, a2 € A)(a1 # a2 — a1p # axp).

Az injektvitas mas széval azt jelenti, ha két elem képe egyenld, akkor
maguk a kiindulasi elemek is egyenl&ek:

(Val, a € A)(alcp =ap — air= 32).

Nyildiagramon az injektiv leképezés onnan ismerhet6 fel, hogy A minden
elemébdl pontosan egy nyil indul ki, és B minden elemébe legfeljebb egy
nyil érkezik.

Legyen A= {1,2,3}, B=1{1,2,3,4}, ekkora p: A— B, 1o =4, 2p = 3, 3p = 2 leképezés
injektiv. Az A-bdl B-be mené injektiv leképezésbdl 4 - 3 - 2 = 24 darab van, mivel kiilonb6z8
elemekhez kiilonb6z8 képet kell rendelni.
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Sziirjektiv leképezés

Definicid.

A p: A — B leképezés sziirjektiv, ha B minden eleme eléfordul
képelemként, azaz ha (Vb € B)(Ja € A)(ap = b). Mas széval, ha a
leképezés értékkészlete megegyezik az érkezési halmazaval.

Nyildiagramon a sziirjektiv leképezés onnan ismerhet6 fel, hogy A minden
elemébdl pontosan egy nyil indul ki, é&s B minden elemébe megy nyil.

Ha A= {1,2,3}, B={1,2,3,4}, akkor A-bél B-be nem adhaté meg sziirjektiv leképezés, de
B-bdl A-ba igen. Példaul ¢: B — A, 19 =2, 2p = 3, 3¢ = 2, 4¢p = 1 sziirjektiv leképezés.
Hany B-b&l A-ba menég sziirjektiv leképezés van? Vonjuk ki a B-b8l A-ba mend Oszes leképezés
szamabdl (3*) azoknak a leképezéseknek a szamat, amikor legalabb az egyik elem nem all els
képként (24), mindharom kimaradé elem esetén. igy viszont azt az esetet, amikor 1 elem( az
értékkészlet a sziikségesnél tobbszor levontuk, ezért hozza kell ismét adni. Tehat a B-bdl A-ba
mend sziirjektiv leképezésbél: 34 — 3 .24 + 3 = 36 darab van.
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Definicid.

A ¢ leképezés bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.

Nyildiagramon a bijektiv leképezés onnan ismerhet6 fel, hogy A minden
elemébdl pontosan egy nyil indul ki, és B minden elemébe pontosan egy
nyil érkezik.

Példa.

Ha A= {1,2,3}, B={1,2,3,4}, akkor A-b6l B-be nem adhaté meg bijektiv leképezés, és
B-bsl A-ba sem.

Példa.

Ha A = {1,2,3}, akkor a p: A — A, 1o =2, 2¢ = 3, 3p = 1 leképezés bijektiv. Az A-bél
A-ba mend minden injektiv leképezés mar sziirjektiv is lesz, tehat az A-bél A-ba mend bijektiv
leképezések szama 3-2-1=3! =6.

| A\
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p:R=R, x—x?
o Nem injektiv, mert pl. a —1 és az 1 helyen azonos értékeket vesz fel.
e Nem sziirjektiv, mert negativ val6s szamokat nem vesz fel értékként.
o Nem bijektiv.
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e:R=> R, x— ¥/x
o Mivel a fliggvény szigorian monoton, minden értéket csak egyszer
vesz fel, igy injektiv.
@ Minden valés értéket felvesz igy sziirjektiv, tetszéleges y € R elem
Gse x = y3, mert ¥/y3 =y.
e Bijektiv.
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Az el6z6 két példaban olyan leképezések szerepeltek, amelyek abrazolhaték
voltak koordinatarendszerben fiiggvényként. A fliggvények szamhalmazok
kozott megadott leképezések, de nem minden leképezés indulasi és érkezési
halmaza all szamokbdl.

Jeldlje H a sik haromszdgeinek halmazat, S pedig a sik pontjainak halmazat.
Tekintsiik a kovetkezd leképezést:
p: H—S, h — h koriilirt korének kdzéppontja.

@ A ¢ leképezés nem injektiv, ugyanis kiilonb6z6 haromszdgekhez tartozhat
ugyanaz a pont a sikon. Pl. ha kivalasztok egy elemet S-bél, és valamekkora
(nem 0) sugarral kort rajzolok a pont kériil, akkor a kérvonalon
kivalaszthatok tobbféleképpen is 3 pontot gy, hogy haromszoget
alkossanak. Tehat talalhatok H-nak kiilonbz6 elemeit Ggy, hogy ugyanaz a
kép tartozik hozzajuk a ¢ szerint.

@ A ¢ leképezés sziirjektiv, mert barhogy valasztok egy pontot S-bél a
korabban leirt médszerrel, talalhatok hozza haromszoget (elemet H-bol),
amelynek a ¢ melletti képe a kivalaszott pont.

@ Mivel a ¢ leképezés nem injektiv, igy nem bijektiv.
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Szorzas és leképezések tulajdonsagai

Tetszbleges p: A — B és o: B — C leképezésekre

) ha p és o sziirjektiv, akkor po is sziirjektiv,

) ha p és o injektiv, akkor po is injektiv,

) ha p és o bijektiv, akkor po is bijektiv,

) ha po sziirjektiv, akkor o sziirjektiv,

) ha po injektiv, akkor p injektiv és

) ha po bijektiv, akkor p injektiv és o sziirjektiv.

(a
(b
(c
(d
(e
(f
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Definicid.

Tetsz6leges A halmazon definialjuk az identikus leképezést:

ida: A— A, a— a.

Tetszbleges ¢: A — B leképezésre idap = ¢ és pidg = .

Definicid.

Legyenek ¢ : A — B és ¢ : B — A leképezések. Akkor mondjuk, hogy 1
inverze ¢-nek, ha oy = ida és 1 = idg. Vilagos, hogy ez egy
szimmetrikus viszony: 1) akkor és csak akkor inverze p-nek, ha ¢ inverze

1-nek.
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Legyen f : A — B tetsz6leges leképezés.
O Akkor és csakis akkor létezik f-nek inverze, ha f bijektiv.

@ Ha f bijektiv, akkor egy és csakis egy inverze létezik, mégpedig az a
g : B — A leképezés, amely tetszbleges b € B elemhez azt az
egyértelmiien meghatarozott a elemet rendeli, amelyre af = b. (Azaz
az inverz leképezés minden elemhez annak a kiindulasi leképezés
szerinti Gsét rendeli. Azaz tetsz6leges a € A és b € B esetén bg = a
akkor és csak akkor, ha af = b.)
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Mivel egy f bijektiv leképezésnek pontosan egy inverze van, annak
jelolesére az 1 jelolést hasznaljuk.

Tetszéleges f: A — B és g: B — C bijektiv leképezésre
(a) f~1is bijektiv,
() (fg) 1 =gt
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A p: R — R, x— ¥/x leképezésrél korabban lattuk, hogy bijektiv, ekkor
e LR =R, x— x5

A Relaciok témakdrenél bevezettiik a kovetkezd jeldléseket, és szerepelt az
alabi tétel:

Jelblés.

Legyen A tetszéleges halmaz, jeldlje Part(A) az A-n értelmezhetd
osztalyozasok (mas széval particiok) halmazat, Eq(A) pedig az A-n
értelmezhetd ekvivalenciarelaciok halmazat.

| A\

Tétel.
o ¢: Eq(A) — Part(A), p— A/p={a/p:ac A}
o ¢: Part(A) — Eq(A), Cwr pc

A ¢ és a 1) leképezések bijektivek, amelyek egymas inverzei.
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Szamossagok ]
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Huszarok és lovak

Példa.

A huszarezred elvonul az 6voda ablaka el6tt. Meg tudja-e egy 6vodas
kapasbdl mondani, hogy mibél van tébb, 16bdl vagy huszarbél?

Kézenfekvs koriilményeket feltételezve (pl. 16 nem il a huszéron, stb.)
igen, hiszen minden lovon pontosan egy huszar il és minden huszar lovon
il, tehat az ezredben ugyanannyi 16 van, mint huszar. (Ez a szam altalaban
nem 1000.)

Masképp fogalmazva: Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és
tekintsiik a ¢ = {(¢, h) € L x H : h rajta il ¢-en} megfeleltetést. Ez
leképezés (mert minden lovon il huszar és pontosan egy), injektiv (mert
nincs olyan huszar, aki egyszerre tobb lovon iilne) és sziirjektiv (mert
minden huszar lovon iil), tehat ¢ bijektiv. Egy ilyen ¢: L — H bijektiv
leképezés létezése az oka annak, hogy |L| = |H|, azaz, hogy a két
halmaznak ugyanannyi eleme van.
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Elemszam, szamossag

A véges halmazok elemeit megszamolhatjuk. PI. a balkeziink ujjainak
halmaza esetén azt mondjuk, hogy ennek a halmaznak az elemszama 5.
Minden véges halmaznak van egy és csakis egy jélmeghatarozott
elemszama. Egy halmaz véges, ha elemeit — az Ny elemeinek
felhasznalasaval — meg tudjuk szamolni. Ha egy halmaz nem ilyen, akkor
végtelennek mondjuk.

A végtelen halmazok elemeit is meg szeretnénk szamolni! Ekkor nem
kaphatunk természetes szamokat, ezért nem hasznalhaté az ,elemszam”
elnevezés. Ehelyett a szamossag elnevezést fogjuk hasznalni. Tehat a
szamossag az elemszam megfelel6je. Tetszéleges halmaznak lesz
szamossaga, amely véges halmaz esetén persze az elemszammal fog
megegyezni. Mas széval: a véges szamossagok pontosan a nemnegativ
egész szamok lesznek.

Elészor (annak a fogalomnak kellett kialakulnia), hogy mit jelent az, hogy
két halmaznak ,,ugyanannyi eleme van”. Mas széval, mit jelent az, hogy két
halmaz , szamossaga egyenlé”.
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Az 6t fogalma

Legyen az a halmaz, aminek az elemszamat keressiik a jobb keziink ujjainak
halmaza. Majd a kivalasztott halmazzal egyenld elemszami halmazokat
elnevezziik valahogy (esetiinkben ,,6telemiieknek”). Tehat (legalabbis az
8skorban, illetve a mai el6adason) nem mondjuk meg, mi az, hogy ,6t",
hanem csak annyit mondunk meg, mi az, hogy ,6telemi” halmaz.

Ezt kdvetSen az ,6t" nem mas, mint az Stelemi halmazok k6zds
tulajdonsaga. (Azaz az ,6t" fogalmat absztrakciéval definialtuk — az
ilyenfajta absztrakci6 teljesen megszokott az emberi gondolkodasban. Sok
mas fogalom is hasonléan alakul ki.)

Ha jobb keze ujjainak halmaza és az elejtett mammutok halmaza kézétt az
6sember bijekciét tudott létesiteni, akkor azt mondta, hogy ,,6t", és
elégedett volt; nem elmélkedett olyan hidbaval6 kérdésen, hogy mit jelent
az ,,6t". Hasonléan jarunk el a szamossagok fogalmanak kialakitasakor is.
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+Azonos szamossagl” fogalma

Definicid.

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B szamossaga
egyenld, ha létezik A — B bijektiv leképezés. (Jelolése: |A| = |B].)

Most elneveziink egy szamossagot (annak mintajara, ahogy a jobbkeziink
ujjainak halmazaval kapcsolatban egy szamot elneveztiink ,,6tnek”).

Definicid.

A természetes szamok halmazanak szamossagat megszamlalhatéan
végtelennek nevezziik és No-lal jeldljik. (Kiejtve ,alef null”; X a héber
abéce elss betiije.)

IN| = Ng a legkisebb végtelen szamossag. I
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Szamossag definiciéja korrekt?

Az 8sszes halmazbél all6 dsszesség nem halmaz, mert tal sok eleme van.
Ezen gy segitiink, hogy az ilyen tal nagy dsszességeket elnevezziik
osztalyoknak. A relacié fogalma nemcsak halmazon, hanem — minden
valtoztatas nélkiil — osztalyon is értelmes.

Tétel.

Az bsszes halmazok H-val jeldlt osztalyan az ,egyenlé szamossagiuak”
relacio, azaz az {(A, B) € H? : |A| = |B|} relacié ekvivalenciarelacio.

| A\

Bizonyitas.

Mivel tetszéleges A halmazra az identikus A — A leképezés bijektiv, a
relacié reflexiv. Mivel bijektiv leképezés inverze is bijektiv, ezért
szimmetrikus is. Végiil mivel két bijektiv leképezés szorzata szintén bijektiv,
ezért az az ,egyenl6 szamossaguak” relacié tranzitiv. Tehat
ekvivalenciarelacio.
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Hatvanyhalmaz szamossaga

Vajon Ng az egyetlen végtelen szdmossag, vagy van masik is? Erre a
kérdésre az alabbi tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az
A halmaz hatvanyhalmazat (azaz Gsszes részhalmazanak halmazat) jeldli.

Tetsz6leges (véges vagy végtelen) halmaz szamossaga nem egyenlé a
hatvanyhalmazanak szamossagaval. Azaz barmely A halmazra

Al # |P(A)]

A tételt indirekt médon bizonyitjuk. Az indirekt bizonyitas (a teljes
indukcié mellett) a matematikai bizonyitasok fontos tipusa. Lényege: a
bizonyitand6 allitast tagadjuk. (Ez az indirekt feltevés.) Ezutan az indirekt
feltevésbél ellentmondast vezetiink le. A kapott ellentmondasbél
kovetkeztetiink a bizonyitandé allitasra.
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek szamossaga
megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval. Legyen A egy ilyen
halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik A — P(A) bijekcié. Tobb
ilyen ¢ : A — P(A) is lehet, de egyet lerogzitiink.

Legyen B={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és  sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B. Kérdés:
vajon ¢ € B?

Ha c € B, akkor — a B definiciéja miatt ¢ ¢ cp = B; ez nem lehet.
Tehat ¢ ¢ B = cy, de akkor — a B definici6ja miatt ¢ € B; ez sem lehet.
Tehat a ,vajon ¢ € B" kérdésre se igaz, se hamis valasz nem adhat6, ami
ellentmondas.

Georg Cantor (1845-1918) bizonyitasa. O a halmazelmélet megalapitéja.
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Tobbféle végtelen

Most mar tudjuk, hogy nem Xy = |N| az egyetlen végtelen szamossag,
hiszen P(N) eltér6 szamossagu, és nyilvan P(N) is végtelen halmaz (mert
mar az egyelemii részhalmazai is végtelen sokan vannak).

Az alabbi tételt a hires Cantor-féle atlés maodszer bizonyitja.

Ro = N| # [R].
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Cantor-féle atlés médsz

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik ¢ : N — R bijekcié, np = r,:

r,:0,2078795 ---
r,:0,6931471 ---
r3: 0,7041067 ---
r,:0,7853981 ---
r5:0,3678794 ---
re: 0,6449340 ---
r;:0,6180339 ---
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Cantor-féle atlés modszer

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik ¢ : N — R bijekcié, np = r,:

ry:0,2078795 ---
r,:0,6931471 ---
r;: 0,7041067 ---
ry:0,7853981 ---
r5:0,3678794 ---
re: 0,6449340 ---
r;:0,6180339 ---

b: 0,4454454 ---
Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes szamrendszerbeli alakja

0, b1bybs . ... A by-ek (n € N) definici6ja a kdvetkezd: ha az ny valés szamban az
n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen b, = 5, ellenkez& esetben pedig legyen b, = 4.
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Cantor-féle atlés modszer (folyt.)

Bizonyitas (folyt.).

ry: 0,2078795 ---
ry: 0,6931471 ---
ry: 0,7041067 ---
r,: 0,7853981 -
rs: 0,3678794 ---
rs: 0,6449340 ---
r,:0,6180339 ---

b: 0,4454454 ...

¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, és igy b-nek is van 6se. Azaz valamely
n € N-re b = np. De ez ellentmondasra vezet: ha np n-edik tizedesjegye
4, akkor b n-edik tizedesjegye 5 és ezért b # ny, ha pedig np n-edik
tizedesjegye nem 4, akkor b n-edik tizedesjegye 4 és megintcsak b # nop.
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Szamossagok 6sszehasonlitasa

Definicid.

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga
kisebb vagy egyenlG, mint a B halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha
letezik A — B injektiv leképezés.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B halmaz
szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem létezik A — B
bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekcid).

| A

Példa.
o |{1,2,3}| < |{1,2,3,4}|, hiszen a {1,2,3} — {1,2,3,4}, 1 — 4,
2 — 3, 3 — 2 leképezés injektiv, bijekcié pedig nincs.
o Tetszéleges A halmazra |A| < |P(A)|, mert mar lattuk, hogy
|A| # |P(A)|, az A — P(A), a+— {a} leképezés pedig injektiv.
o |N| < |R|, hiszen mar lattuk, hogy |N| # |R|, tovabba az N — R,
n — n leképezés injektiv.
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Definicid.

Az A halmaz véges, ha létezik olyan n nemnegativ egész, hogy |A| = n. Az
A halmaz megszamlalhatéan végtelen, ha |A| = |N|, ekkor azt irjuk,
hogy |A| = Ro. Az A halmaz megszamlalhatd, ha A véges vagy
megszamlalhatéan végtelen. Az A halmaz kontinuum szamossagu, ha

|A| = |R|, ekkor azt irjuk, hogy |A| = ¢.

Tétel.

Legyen A halmaz. Akkor és csak akkor teljesiil, hogy |A| = Yo, ha A
végtelen és sorozatba szedhet6, azaz megadhat6 egy, az N elemeivel
indexelt a1, ap, a3, as,... sorozat, amely A minden egyes elemét
tartalmazza (esetleg tSbbszor is).

| A\

Példa.
Az egész szamok halmaza megszamlahatéan végtelen, azaz |Z| = Ry, mivel
végtelen és a 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, —4, ... ; minden elemét

tartalmazza.
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A racionalis szamok halmaza megszamlahatéan végtelen, azaz |Q| = Ry,
mert végtelen és a nyilak mentén sorozatba szedhetd.

(-an)—( w5 )= (-5 )= 274 | —[-2/4])—[ 33 ]

f |

(41]) [2n)—=[13])—(-13]—(22] [-33]

1 1 | |

(-32) [22]) [oa]—l11]) [-22] [42]

f 1 l | |

(32]) [-w2)<—(12])—(-21] [31] [-42]

1 | |

(-23) <[ 23 )+ [-2/a ) 174 J+—[-32] [51]

|

(-6 )+ 176 | «—[-5/1])
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A racionalis szamok halmaza megszamlahatéan végtelen, azaz |Q| = Ry,
mert végtelen és a nyilak mentén sorozatba szedhetd.

(-a1)—( v5 ) —[-u5]

f

(o] (a)—(as])—(2s]

1 1

(-32) (2] (oa)—(ln]

! ! |

(o2 ) (2] 2 )J—(n]) (G

1 |

(-23) <[ 23 )+ [-2/a ) 174 J+—[-32] [51]

|

(-6 )+ 176 | «—[-5/1])
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Szamossagaritmetika Alaptétele.

Ha A és B halmazok és legalabb az egyik végtelen (és a masik nem iires),
akkor |[AU B| = |A x B| = max(|A|, |B|).

IN| = Q| =|Z| = N x N| = X,.

IR| = [R\ Z| = [R\ Q| = [P(N)| = c.

IR\ Z| = ¢ bizonyitasa.

A Szamossagaritmetika Alaptételét felhasznalva

¢ =[R] =|(R\ Z) UZ| = max(|R \ Z|, |ZI),

de |Z| =Ro < ¢, igy R\ Z| =c.
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Legyen a,b € R és a < b. Jeldlje (a; b) a valds szamegyenes a kezdépont,
b végponta intervallumat agy, hogy a végpontok ne tartozzanak bele a
halmazba. Ha mindkét végpont is a halmaz eleme, akkor az [a; b] jelolést
hasznaljuk, mig ha csak az egyik végpont, akkor: [a; b) vagy (a; b].

Tetsz6leges a, b € R és a < b esetén

1(0; 1)[ = |(a; b)]-

Bizonyitas.

Olyan bijektiv leképezést kell megadnunk ami a (0; 1) intervallumot az

(a; b) intervallumra képezi le. Végtelen sok ilyen bijektiv leképezés létezik,
de az egyik legegyszeriibb, ha egy linearis fliggvény adja meg a
hozzarendelést.
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Bizonyitas (folyt).
Tobbféle linearis fiiggvényt meg lehet adni, tekintsiik példaul a kovetkezét.

Diszkrét matematika I. (7. el8adas) Leképezések, Szamossagok



Bizonyitas (folyt).

A linearis fiiggvény meredeksége és tengelymetszete leolvashaté az abrardl.

a:(0;1) = (a;b) xa=(b—a)x+a

Megjegyzés: Az abran a-t és b-t pozitiv szamként jeldltiik, de
természetesen ugyanezt a fiiggvényt kapjuk akar csak a, akar mindkét érték
negativ.

v
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Egy meglepd tétel: a (0;1) intervallum szamossaga megegyezik a valds
szamok szamossagaval.

(0:1)] = [R| = ¢

Keresiink el6szor egy fliggvényt, ami egy (a; b) tipust intervallumrél az
R-re képez bijektiv médon, példaul:

B: (—%; g) — R xp=tgx.
Az el6z6 allitas bizonyitasaban szerepl6 « linearis fiiggvény felhasznalasaval
pedig a (0;1) és a (—%; %) kozott meg tudunk adni egy bijekci6t:

v:(0;1) = (-3 %) xy=mx—13.
Mivel bijektiv leképezések szorzata bijektiv, igy a § = 0 leképezés is
bijektiv:

5:(0;1) - R x5:(X'y)B:tg<7rx—%).
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s

Felhasznalva az el6z6 Allitast és az el6z6 Tételt, kapjuk az alabbit.

Tetsz6leges a,b € R és a < b esetén

|(a; b)| = |R| = ¢
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Leképezések elektronikus teszt (1. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak illetve hamisak
(1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

@ Aza: N —= N, n— |n— 3|+ 1 leképezés injektiv. Hamis, mert
1+ [1-3[+1=36s5[5—3/+1=3.

0 Az a:Z — 72, x+ (x — 1,1) leképezés sziirjektiv. Hamis, mert Z2
azon elemei allnak csak el6 képként, amelyiknek a masodik
komponense 1. Példaul (1,2)-nek nincs &se.

@ Az a:Z X Z — Ny, (x,y) — |x — y| leképezés sziirjektiv. lgaz, mert
tetsz6leges n € Ny esetén (n,0) — |n— 0| = n.
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Leképezések elektronikus teszt (2. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak illetve hamisak
(1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

o Az {1,2,3} halmazrél az {1, 2,3} halmazba 20 sziirjektiv leképezés
létezik. Hamis. Ha A véges halmaz, akkor A-bdl A-ba minden
sziirjektiv leképezés injektiv is (azaz bijektiv is). Mivel injektiv
leképezés esetén kiilonbdzé elemek képe kiilonb6zs, igy 3-2-1=16
injektiv (sziirjektiv) leképezés van.

o Létezik Q" — R bijektiv leképezés. Hamis, mert |Q| = Xg, és a
Szamossagaritmetika Alaptételét felhasznalva |Q7| = N, de
IR| = ¢ > Rg = |Q7|. Tehat nem létezik bijektiv leképezés.

e |(1;4)| = |(1;2)]. Igaz, mert egy korabbi tétel szerint tetszéleges
a,beRés a< besetén |(a;b)] = |R| =c.
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