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Ekvivalenciarelacié, Részbenrendezés, Lezart

5. eléadas
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Osztalyozas, Ekvivalenciarelacié (Ismétlés)

Definicié.
Legyen A tetsz6leges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk, hogy C

osztalyozas az A halmazon vagy mas széval osztalyozasa az A
halmaznak (C elemei az osztalyok), ha a C-beli halmazok

(1) nem iresek,
(2) paronként diszjunktak,

(3) egyesitésiik A (azaz minden elem benne van egy osztalyban).

Szokas az osztalyozast particionak vagy faktorhalmaznak is nevezni.

Definicid.

Legyen p relacié az A halmazon. Azt mondjuk, hogy p
ekvivalenciarelacié, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Diszkrét matematika I. (5. el8adas) Relacisk (2.)



Osztalyozashoz ekvivalenciarelacio

Legyen adott egy C osztalyozas az A halmazon. A

pc ={(a,b) e Ax A|3IX €C, hogy a,b € X}

relacié ekvivalenciarelacié.

Legyen A egy iskola tanuléinak halmaza, és C elemei legyenek az iskola
osztalyai. Ekkor a C osztalyozas altal meghatarozott ekvivalenciarelacié:

pc ={(a,b) € Ax A| a és b osztalytarsak, vagy a = b} .
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A ,Halmazok” el6adasban szerepelt, az A = {1, 2,3} halmaz Gsszes
osztalyozasa (particigja).

C = {{17273}}7
C= {{17 2}7 {3}}7 C3 = {{1}7 {25 3}}a Cy = {{L 3}7 {2}}7
Cs = {{1},{2},{3}}.

Az osztalyozasokhoz tartozé ekvivalenciarelaciék:
° pe, ={(1,1),(1,2), (1, 3) ( ) (2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)},
® pc; ={(1,1),(1,2), (2,
° pe; ={(1,1),(2,2),(
o pc, ={(1,1),(1,3),(
o pes ={(1,1),(2,2),(

)

Diszkrét matematika I. (5. el8adas) Relacisk (2.)



Osztalyozashoz ekvivalenciarelacié végtelen halmazon

AC={{0},{-1,1},{—2,2},...} osztalyozashoz a

p=1(0,0)} U{(z,2): z€ Z} U{(z,—2): z € Z}
={(a,b) € Z x Z: |a| = |b|}

ekvivalenciarelacié tartozik.
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Ekvivalenciarelaciéhoz osztalyozas

Definicid.

Legyen p C A? ekvivalenciarelacié. Az a € A elemet tartalmazé
osztalyon (vagy blokkon) az a/p = {b € A | (b, a) € p} halmazt értjiik.
A p blokkjainak A/p :={a/p : a € A} halmazat az A halmaz p szerinti
faktorhalmazanak vagy p szerinti osztalyozasanak nevezziik.

Tekintsiik az A = {1, 2,3} halmazon a
p=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalenciarelacict.

Ekkor 1/p={be€ A | (b,1) € p} = {1,2}. Hasonléan 2/p = {1,2} és
3/p = {3}. Tehat definicié szerint

Alp=A{1/p,2/p,3/p} = {{1,2},{1,2}, {3}} = {{1, 2}, {3}},

ami osztalyozasa A-nak.
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Tetsz6leges p C A x A ekvivalenciarelaciéra A/p osztalyozasa A-nak. I

Megadjuk a Z halmazon értelmezett p = {(x,y) € Z? : 3 | x — y}
ekvivalenciadhoz tartozé osztalyozast.

Z/p={{.  —12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12, .
{...,—11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13,.
{...,—10,—7,—4,-1,2,5,8,11,14,.. } } =

N
Ny

= {{(3k: keZ},{3k+1: keZ},{3k+2: keZ}}
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Ekvivalenciarelacié és osztalyozas kapcsolata

Lattuk, hogy az ekvivalenciarelacidk osztalyozast (faktorhalmazt), az osztalyozasok
(faktorhalmazok) pedig ekvivalenciarelaciokat hataroznak meg. A kdvetkezd tétel azt
fejezi ki, hogy — a rogzitett A halmazon értelmezett — ekvivalencidk és osztalyozasok
lényegében ugyanazok.

Jelolés.

Legyen A tetszéleges halmaz, jeldlje Part(A) az A-n értelmezhetd
osztalyozasok (mas széval particiok) halmazat, Eq(A) pedig az A-n
értelmezhetd ekvivalenciarelaciok halmazat.

Tétel.
A korabbi tételek alapjan:
o Eq(A) — Part(A), p— A/p={a/p:ac A}
o Part(A) — Eq(A), Cwr pc
A két halmaz elemeinek megfeleltetésekor a kovetkezé kapcsolat all fenn:
p~>Alp~ PA/pr ahol p = pa/,, € C ~ pc ~ A/pc, ahol C = A/pc.

| A\
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Ekvivalencia és faktorhalmaz

Meghatarozzuk, hogy hany ekvivalenciarelacié van 3-elemi halmazon.
Mivel az ekvivalenciak és az osztalyozasok egymasnak megfeleltethetsk,
valamint azt mar lattuk korabban, hogy a 3-elem(i halmazon 5 osztalyozas
van, igy ekvivalenciarelaciébél is 5 van 3-elemi halmazon.

A fogalmak — nemcsak a matematikaban, hanem azon kiviil is — gyakran
tgy alakulnak ki, hogy vesziink egy p C A? ekvivalenciarelaciét, és az A/p
osztalyozas elemeinek nevet adunk.

Példaul, ha A a sik egyeneseinek halmaza és p a parhuzamossagi relacié
(amelyik ekvivalenciarelacic), akkor egy egyenes p szerinti blokkjat szokas
az egyenes iranyanak nevezni.

Hamarosan latni fogjuk, hogy pl. a szamok fogalma is igy alakult ki.
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Részbenrendezett halmaz, Lezart ]
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Részbenrendezés, rendezés

A (részben)rendezések a hierarchia fogalmat ragadjak meg matematikailag.
Ez a fogalom az informatikaban is fellép, hiszen pl. a szoftverek is
hierarchikus rendbe szervezett kisebb egységekbdl (szubrutin, modul,
eljaras, stb.) épiilnek fel.

Definicid.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy részbenrendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.

Definicid.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy rendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus, tranzitiv és dichotom.

Definicid.

| A\

Legyen p részbenrendezés az A halmazon. Az (A; p) part
részbenrendezett halmaznak nevezziik.

Diszkrét matematika I. (5. el8adas) Relacisk (2.)




Az A ={1,2,3} halmazon a p = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)} relacié
részbenrendezés, de nem rendezés, mert (2,3),(3,2) € p.

@ A nemnegativ egészek Ny halmazan az oszthatésag relacié
részbenrendezés, tehat az (No; | ) részbenrendezett halmaz. Azonban

az oszthatésag nem rendezés ezen a halmazon (ld. el6z6 el6adas),

o Az egészek halmazan az oszthatésag relacié nem részbenrendezés,
mert nem antiszimmetrikus: 1| —1és —1 | 1.
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Tetsz6leges A halmazra a P(A) hatvanyhalmazon a C részhalmaz relacié
részbenrendezés. A P(A) hatvanyhalmaz tetszéleges részhalmaza a
tartalmazasra nézve részbenrendezett halmaz.

Legyen A rogzitett halmaz, és tekintsiik az dsszes ekvivalenciarelaciok
halmazat A-n:

Eq(A) = {p C A x A | p ekvivalenciarelaci6} .

Ekkor (Eq(A); C ) részbenrendezett halmaz.

A,
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Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a és b elemek Gsszehasonlithaték a <
részbenrendezésben, ha a < b vagy b < a. Tehat egy részbenrendezés
pontosan akkor dichotém, ha barmely két eleme dsszehasonlithaté.

Példa.

A 12 egész szam pozitiv osztéinak halmazan az oszthatésagi relacié
részbenrendezésben, a 2 és 3 egészek nem Gsszehasonlithaté elemek, mig 2
és 6 Gsszehasonlithatéak.

| A\

| A

Definicio.

Legyen p részbenrendezés az A halmazon. Ha ez nem vezet félreértéshez,
akkor (a, b) € p helyett a < b-t irunk, és az a < b jeldlést hasznaljuk arra,
hogy a < b és a # b. Azt mondjuk, hogy a b € A elem fedi az a € A
elemet, és ezt a < b-vel jeldljik, ha a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre
a < ¢ < b teljesil.
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Megjegyzés.

A részbenrendezéseket véges halmazon ugy szemléltethetjiik, hogy az
elemek kozt csak a fedési relaciét ,rajzoljuk be”, mégpedig gy, hogy ha
a < b, akkor a-t ,lejjebb” rajzoljuk, mint b-t. Ekkor a d < e relaciét agy
olvashatjuk le a diagramrdl, hogy van egy felfelé vezets at d-bél e-be
néhany kozbiilsé ¢y, c1, - . ., ¢, elemen keresztiil, azaz

d=cy<c << c,=e. Ezt a diagramot a részbenrendezés
Hasse-diagramjanak nevezziik.

12
{1,2} j :
6
3 2

(P(

N WA OO N

({2,3,4,6,12};|) ({2,3,...,7}; <)
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Egyazon részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja tobbféleképpen is
lerazolhaté:
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Definicid.

Legyen < részbenrendezés az A halmazon.

(a) Az m € A elem maximalis, ha nincs olyan a € A, hogy m < a.

(b) Az m € A elem minimalis, ha nincs olyan a € A, hogy a < m.

(c) Az m € A elem legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m
(d) Az m € A elem legkisebb elem, ha minden a € A elemre m < a.

@ maximalis elem = nincs nala nagyobb

o legnagyobb elem = minden masnal nagyobb

Megjegyzés.

Egy részbenrendezett halmaznak lehet t6bb maximalis és tobb minimalis
eleme is, és az is eléfordulhat hogy nincs maximalis vagy minimalis elem.
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Legyen A= {n € N | n > 2}, tekintsiik az (A; |) részbenrendezett
halmazt. Ennek a részbenrendezett halmaznak nincsen maximalis eleme, de
végtelen sok minimalis eleme van, melyek éppen a primszamok.

Az oszthatésag relacié esetén megadhaté a természetes szamoknak részhalmaza gy, hogy a

kovetkezé Hasse-diagramokat kapjuk:

max és legnagyobb

maxX max max

Ry

min min  min min min  min min

Az (No; | ) részbenrendezett halmaz esetén az 1 minimalis elem és
legkisebb elem is, a 0 pedig maximalis elem és legnagyobb elem is.
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Véges halmazon minden részbenrendezésnek van maximalis és minimalis
eleme.

Tétel.

Egy részbenrendezett halmazban legfeljebb egy legnagyobb és legfeljebb
egy legkisebb eleme lehet.

| A

Bizonyitas.

Ha m; is és my is legnagyobb elem, akkor my < m; (mert my legnagyobb
elem), m; < my (mert my legnagyobb elem). Az antiszimmetria miatt
mp = my.

Részbenrendezett halmaz legkisebb eleme minimalis, legnagyobb eleme
maximalis.
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Definicié.
Legyen adott az (A1; <1) és az (Ap; <) részbenrendezett halmaz. Direkt
szorzatukat gy kapjuk, hogy Descartes-szorzatukon a komponensenkénti
részbenrendezést definialjuk. Azaz a direkt szorzatuk (A; x Az; <), ahol
(a1, a2) < (b1, b2) azt jelenti, hogy a; <j by és a» <o bp. Megmutathaté,
hogy ez is részbenrendezett halmaz.

Definicié.

Ha (A1; <1) és az (Ag; <) rendezett halmaz (tehat nemcsak
részbenrendezett), akkor lexikografikus szorzatukon az (A; x Az; <)
rendezett halmazt értjiik, ahol a relacié a lexikografikus rendezést jelenti,
azaz (ai, a2) < (b1, b2) akkor és csak akkor, ha a1 <1 by, vagy (a1 = by és
ap <5 by). Megmutathatd, hogy ily médon rendezett halmazt kapunk.

| A

A lexikografikus szorzat onnan kapta a nevét, hogy a lexikonok, szétarak,
névsorok is ezen az elven vannak rendezve.
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A haromelemii és a kételem(i rendezett halmaz direkt szorzatanak
Hasse-diagramja:

A,xA, 1,1)

Kozbllsé
1 lépés
A1 Az
1
a
0 0

(0,0)
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Ha o és o tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus) relacick az A
halmazon, akkor o N o is tranzitiv (reflexiv, szimmetrikus,
antiszimmetrikus).

Kovetkezmény.

Ekvivalenciarelaciék metszete ekvivalenciarelacid, és részbenrendezések
metszete részbenrendezés.
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Tranzitiv lezart

Definicio.
Legyen p C A x A tetsz6leges relacié. A p relacié tranzitiv lezartja alatt
azt a legsziikebb p™ tranzitiv relaciét értjiik, amelyre p C p™.

Legyen p C A x A tetszdleges relacié. Ekkor

(a) pT=pU(pp)U(ppp)U---=U{p" | n€ N},
(b) p* ={(a,b) € Ax A| (3n € No)3cr,-- -, cn € A)((a, c1), (c1, ), - - -, (cny b) € p)},

Ha A={1,2,3} és p = {(1,2),(2,1),(2,3)}, akkor
pp={(1,1),(1,3),(2,2)}, és ppp nem tartalmaz 0j elemeket. Tehat
pU(pp) ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)} mar tranzitiv, ez lesz
pT, a tranzitiv lezart.
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Reflexiv és tranzitiv lezart

Definicid.

Legyen p C A x A tetszéleges relacié. A p relacié reflexiv és tranzitiv
lezartja alatt azt a legsziikebb p* reflexiv és tranzitiv relaciét értjiik,

amelyre p C p*.

| A\

Tétel.
Legyen p C A x A tetszbleges relaci6, ekkor a p* = pT U {(a,a3): a€ A} a
p reflexiv és tranzitiv lezartja.

Legyen A= {1,2,3} &s p = {(1,2),(2,1),(2,3)}. Az el6z6 példaban

lattuk, hogy p* = pU (pp) ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}. I’gy
a reflexiv és tranzitiv lezart: p* = p* U {(1,1),(2,2),(3,3)} =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)}.
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Relaciok elektronikus teszt (2. fel.)

Az elektronikus tesztek a http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/
oldalon érheték el. A Relacidk teszt az 5. hét végén indul.

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak illetve hamisak
(1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).
e A {(Hi1, H) : Hy és Hs hasonlé } relacié a sikbeli haromszogek
halmazan tranzitiv.

o Legyen pc az A= {a,b,c,d,e, f,g} alaphalmaz
C = {{a},{b},{c.d,e,f,g}} osztalyozasahoz tartozs
ekvivalenciarelacié. Ekkor (d, g) € pc.

o Tekintsiik az A = {a, b, ¢, d} alaphalmazon értelmezett
p ={(a,a), (b, b),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} ekvivalenciarelaciéhoz
tartozé A/p osztalyozast. Ekkor {c} € A/p.
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http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek az igazak illetve hamisak
(1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

o A {(H1, H2) : Hy és Hy hasonlé } relacié a sikbeli haromszogek
halmazan tranzitiv. lgaz, ha H; és H, hasonlé haromszogek (azaz
szogeik megegyeznek), és H, és Hs is hasonlo, akkor H; és Hs szogei
is megegyeznek, tehat hasonldk, igy a relacié tranzitiv.

@ Legyen pc az A={a,b,c,d,e, f, g} alaphalmaz
C = {{a},{b}.{c,d,e, f,g}} osztalyozasshoz tartozo
ekvivalenciarelacié. Ekkor (d, g) € pc. lgaz, mivel d és g egy
osztalyban van, igy a p¢ definicigja szerint (d, g) € pc.

e Tekintsiik az A = {a, b, ¢, d} alaphalmazon értelmezett
p={(a,a), (b, b),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)} ekvivalenciarelaciéhoz
tartozé A/p osztalyozast. Ekkor {c} € A/p. Hamis, a definicié szerint
c/p-ban az Gsszes olyan elem szerepel, ami c-vel relaciéban all, igy
c/p={c,d}, tehat {c,d} € A/p. Mivel A/p osztalyozas, {c} ¢ A/p.)
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