Relaciok (1.)
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Definicio.

Legyen A és B halmaz. Az A x B részhalmazait A-bél B-be torténs
megfeleltetéseknek nevezziik. Egy ilyen megfeleltetésnek A az indulasi
halmaza, B az érkezési halmaza. Ha A = B, akkor a megfeleltetést
relacionak nevezziik.

| A

Megjegyzés.

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés predikatumok, hiszen
az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak mas felfogasban, mas
jelolésrendszerben beszéliink ugyanarrol.)

o Relaciéként a , kisebb” az N halmazon nem mas, mint az
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(3,4),...} halmaz.

o Predikatumkeént a , kisebb” az N halmazon az N2 — {i, h} leképezés,
ahol pl. (1,2) i, (1,3) — i, de pl. (4,2) — h, stb.

Pontosan azokbdl az elemparokbdl all a relacio, ahol a predikatum értéke .
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Relacidok szemléltetése

Egy p C A x A relaciét szemléltethetiink
e nyildiagrammal: az (a, b) € p part egy a-bdl b-be iranyitott nyillal
abrazoljuk.
o koordinatarendszerben: az A x A Descartes-szorzatot abrazoljuk

koordinatarendszerben, és valamilyen médon megjeldljik a p
részhalmazba tartozé elemeket.

e matrixszal: ha |A| = n, akkor A elemeit megszamozzuk, és aszerint
irunk 1-et illetve O-t egy matrix (azaz szamtablazat) j-edik soranak
J-edik helyére, hogy (7, /) benne van-e vagy nincs benne a relaciéban.
(Informatikaban gyakran hasznaljak ezt a médszert, a relaciokat a
bitmatrixukkal adjak meg.)
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A példaban szerepl6 relaciot szemléltetjiik az el6bb leirt 3 médon.

R ER

Legyen A={1,2,3,4,5} és p = {(a,b) € Ax A: a+ 1 osztéja b-nek}.
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A

Megjegyzés.
o A nyildiagramm helyett graffal is szemléltethetjiik a relacickat, ha az A
halmazon beliil huzzuk be az éleket.
e Ha p C A x A egy relacio, akkor (a, b) € p helyett néha az apb jelolést
alkalmazzuk. Altalaban ez jellemz6 a j6l ismert relaciokra: pl. azt
irjuk, hogy a < b ahelyett, hogy (a, b) €<.
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Mivel barmely «, 8 C A x A relacidk egyben halmazok is, igy relacidkon is
elvégezhetsk a halmazmiiveletek.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6}, és
a={(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)} € A%,
8=1{(1,2),(1,3),(2,2),(3,4).(5.5)} € A

o anp=1{(1,3),(3,4)}

° aUf={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,4),(5,5),(5,6)};

o a\ B =A{(1,1),(23),(56)}

o aAf ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(5,5),(5,6)}. )

Jeldlje E az emberek halmazat, legyenek v = {(x, y): x anyja y} és
d ={(x,y): x apja y} relacick az E halmazon.

YUd = {(x,y): x anyja vagy apja y} = {(x,y): x sziilsje y} C E°.
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Relacié inverze

Definicié.
Tetszbleges p C A x A relaciéra definialjuk annak inverzét:
pt={(xy) €AxA|(y,x) € p}.

Vegyiik észre, hogy (p~1)~! = p.

Példa.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6}, és o = {(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)}
relacié az A halmazon.

a”l= {(1,1),(3,1),(3,2),(4,3),(6,5)}-

| A\

Példa.
Jeldlje E az emberek halmazat, és v = {(x,y): x anyja y}.
vt ={(x,y): y anyja x}.

| \
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Relaciék szorzata

Definicid.

A p,o0 C A x A relaciék szorzata:

po={(x,y) e AxA|(Fze A)((x,z) ep A (z,y) €0)}.

| A

Példa.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6}, és
a={(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)} C A%,
B = {(17 2)7 (17 3)7 (27 2)7 (37 4)7 (5a 5)} - A2,

aff = {(17 2)’ (17 3)7 (17 4)7 (27 4)}7
Pa = {(1’ 3)v (1’ 4)7 (25 3)7 (57 6)}
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Példa.

Legyen A= {1,2,3,4,5},
a={(1,1),(1,2),(2,4),(2,5),(3,1),(4,4),(5,1),(5,2)} € A?
8=1{(1,4),(2,3), (2,5 (3.1), (3.2), (5. 1)} C A2
a 8

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1—»1 1

Ekkor a3 = {(1,4), (1,3), (1,5),(2,1), (3,4). (5,4), (5,3), (5,5)}.
Vizualisan az a kérdés, hogy mely bal oldali elembél tudok eljutni egy
kozéps6 elemen keresztiil valamelyik jobb oldaliba.
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Szorzas és inverz

Jeldlje E az emberek halmazat és

o =A{(x,y) € E x E | x sziilgje y-nak} .

Meghatarozzuk a oo és a o~ 'o relacidkat.

e oo ={(x,y) eExE|(3z€E)((x,2) €0 A (z,y)€0)} =
={(x,y) € E x E | (3z € E)(x sziilgje z-nek A z sziilgje y-nak)} .

oo ={(x,y) € E x E | x nagysziil6je y-nak} .

oo lo={(x,y) eExE|(z€ E)((x,2) €07t A (z,y)€0)} =
={(x,y) e EXE|(3z€ E)(z,x) €0 A (z,y)€0)} =
={(x,y) € E x E | (3z € E)(z sziilgje x-nek A z sziiléje y-nak)} =

oo ={(x,y) € E x E | x testvére vagy féltestvére y-nak, vagy x = y}.
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Miveleti tulajdonsagok

Tetszéleges o, 5,7 C A x A relaciok esetén teljesiilnek a kovetkezsk:
o (aB)y=a(fy) (asszociativitas),
o (af)l=p"1aL

Megjegyzés.

Ahogy egy korabbi példaban is lattuk, a relaciok szorzasa NEM
KOMMUTATIV, azaz nem cserélhetd fel altalaban a tényezék sorrendje.
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Relaciétulajdonsagok ]
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Relaciétulajdonsagok

Definicid.

Egy o C A x A relacié esetén azt mondjuk, hogy

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x, y) € «, akkor
(v,x) € a.

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € « és
(v, x) € a, akkor x = y.

e tranzitiv, ha barmely x,y,z € A-ra ha (x,y) € a és (y, z) € «, akkor
(x,z) € a.

o dichotom, ha barmely x,y € A-ra (x,y) € a vagy (y,x) € a.
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Relaciétulajdonsagok graffal (1.)

g\ reflexiv = minden pontban hurokél

szimmetrikus = minden él kétiranyt
(a kétiranyu €l két - eltérd iranyitasu
élet jelent)

c d tranzitiv = barmely két pontra, ha az egyik-
Q bol iranyitott élek mentén eljuthatunk a ma-

sikba, akkor egyetlen irdnyitott él mentén is

a b eljuthatunk. Pl. az a - b - ¢ - d utvonal miatt

kell hogy legyen él a -bodl d -be.

|
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Relaciétulajdonsagok graffal (2.)

antiszimmetrikus = két kiilonb6z6 pont
kozott legfeljebb csak az egyik irdnyban
megy él.

dichotom = barmely két pont k6zott
- legalabb az egyik iranyban - megy €l.

Nyilvanval6, hogy minden dichotom relacié egyuttal reflexiv is (hiszen a
,barmely két pont” egybe is eshet).
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Ekvivalenciarelacid, részbenrendezés, rendezés

Definicid.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy ekvivalenciarelacié, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

Definicid.

| A

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy részbenrendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.

Definicid.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy rendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus, tranzitiv és dichotom.
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Példa relaciétulajdonsagokra

Megvizsgaljuk, hogy a tanultak kdziil mely relaciétulajdonsaggal
rendelkeznek az alabbi relaciok:

o a={(a,b)€Z?:a+b=2} CZxZ,

o B={(a,b) eN2:a| b} CNxN,

o y={(a,b)€Z?:a< b} CZx7Z,

o 5=1{(a,b)€Z?:|a| < |b|} CZx Z,

o u=1{(a,b) €Z?:|a| = |b|} CZ x Z,

e p={(X,Y)e P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A halmaz és

|A| > 2.

A tulajdonsagok vizsgalata utan eldéntjiik, hogy ekvivalenciarelacio,
részbenrendezés vagy rendezés-e a relacio.
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a tulajdonsagai

a={(a,b)€Z?:a+b=2}CZx7Z

o Reflexiv? Pl. 343 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.

e Szimmetrikus? IGEN, hiszen ha a + b = 2, akkor b+ a = 2 (mert az
osszeadas kommutativ).

o Antiszimmetrikus? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b? NEM, pl. a= —1, b = 3 ellenpélda.

@ Tranzitiv? lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ ¢ =2, akkor a+ ¢ =27
NEM, hiszen pl. a=c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.

@ Dichotom? NEM dichotom, hiszen pl. (3,4) ¢ « és (4,3) ¢ a.

Tehat NEM ekvivalenciarelacié, NEM részbenrendezés és NEM rendezés.

v
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B tulajdonsagai

Példa (folyt.)
B =1{(a,b) €N?:a| b} C N xN. Ez az tn. oszthatésagi relacié N-en.
o Reflexiv, mivel (minden szam oszthaté Gnmagaval).

o NEM szimmetrikus, hiszen pl. 2| 6, de a 6 nem osztéja a 2-nek.

@ Antiszimmetrikus, hiszen ha két pozitiv egész szam egymasnak
kolcsdndsen osztéja, akkor egyenléek.

@ Tranzitiv is, ha a osztéja b-nek és b oszt6ja c-nek, akkor a osztéja
c-nek: csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és
¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c.

@ NEM dichotom, hiszen pl. a 3 és az 5 szamokat tekintve egyik sem
osztéja a masiknak.

Tehat 3 részbenrendezés, de NEM rendezés és NEM ekvivalencia.
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Példa (folyt.)

o v={(a,b) € Z?: a< b} CZ x Z: reflexiv, antiszimmetrikus,
tranzitiv, dichotom, tehat rendezés és részbenrendezés is. De nem
szimmetrikus, ezért nem ekvivalencia.

o 0 ={(a,b) € Z? : |a| < |b|} C Z x Z: reflexiv, tranzitiv, dichotom, de
nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus (mert pl.

(1,-1),(—1,1) € 4, de 1 # —1). Ezért nem ekvivalencia, nem
részbenrendezés, és akkor nem is rendezés.

o n={(a,b) €Z?: |a| = |b|} CZ x Z: reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv, tehat ekvivalencia. Nem dichotom. Nem antiszimmetrikus
(mert pl. (1,-1),(—1,1) € i, de 1 # —1). Ezért nem
részbenrendezés, és akkor persze nem rendezés.

o p={(X,Y) € P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A halmaz és
|A| > 2: reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehat részbenrendezés.
Mivel |A| > 2, nem dichotom. Ezért nem rendezés. Nem
szimmetrikus, ezért nem ekvivalencia.
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Mi a kapcsolat a relaciétulajdonsagok kozott?

Ha nem reflexiv a relacié, akkor nem is dichotom.

Van-e olyan relacié, ami szimmetrikus és antiszimmetrikus.

Ha egy a C A? relacié szimmetrikus, és vannak olyan a, b € A
KULONBOZO (a # b) elemek, amelyre (a, b) € «, akkor a szimmetria
miatt (b, a) € a. Tehat ekkor teljesiil a # b elemekre, hogy

(a, b), (b, a) € a, igy a nem antiszimmetrikus.

Ebbédl az latszana, hogy nem lehet egy relacié egyszerre szimmetrikus és
antiszimmetrikus, de nem ez a helyzet, ugyanis abbél indultunk ki, hogy
,vannak olyan a, b € A KULONBOZO (a # b) elemek, amelyre (a, b) € o”,
ha nincsenek ilyen elemek, akkor teljesiilhet mindkét tulajdonsag.

Milyenek lehetnek azok a relaciék, amelyek szimmetrikusak és
antiszimmetrikusak is? Grafokkal megfogalmazva legfeljebb csak
hurokéleket tartalmazhatnak. Ha minden pontban van hurokél, akkor éppen
a j6l ismert ,egyenl8ség” relaciét kapjuk. De az sem sziikséges, hogy legyen
benne él, tehat pl. az ,iires relacié” is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Diszkrét matematika I. (4. el8adas) Relacisk (1.)



Szimmetrikus relaciok jellemzése

-1

Tetszéleges o C A? relacié szimmetrikus <= o C o

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy o szimmetrikus. A szimmetriat felhasznalva
={(x,y): (y,x) € a} ={(x,y): (x,y)Ea}—a.Tehéta—al,
és |gy annal |nkabb teljesiil az o C o™
<" Most tegyiik fel, hogy o C a~!. Ha (x,y) € a, akkor a feltevés
szerint (x,y) € a~ ! is teljesiil. De az inverz definici¢ja miatt ez azt jelenti,
hogy (y,x) € a. Tehat ha (x,y) € «, akkor (y,x) € «, azaz «
szimmetrikus. )

|ll-
= s
|
Al
N
I\
N
|
|
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Tranzitiv relaciok jellemzése

Tetszéleges a C A? relacié tranzitiv <= aa C a.

,=" Tegyiik fel, hogy a C A? tranzitiv. Ha (x,y) € aa, akkor a szorzas
definiciéja miatt van olyan z € A, hogy (x,z),(z,y) € a. De «
tranzitivitasa miatt innen (x,y) € a. Tehat aa C «, hiszen a baloldal
tetszéleges (x, y) eleme a jobboldalnak is eleme.

»<" Most azt tegyiik fel, hogy aa C . A tranzitivitas bizonyitasdhoz
legyen (x,y) € a és (y,z) € a. Mivel most x és z ,kozott" létezik y,
kapjuk, hogy (x,z) € aa. A feltételben szerepl6 tartalmazas szerint ebbdl
(x,z) € a. Ezzel a tranzitivitasat igazoltuk.
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Reflexiv/szimmetrikus relaciok szorzata

_

Tetszéleges o, B C A? reflexiv relaciok esetén az o8 szorzat is reflexiv.

Bizonyitas.

Legyen o C A? és 3 C A? reflexiv. Ekkor barmely x € A-ra (x,x) € a és
(x,x) € B, ezért (x,x) € aff. Tehat af is reflexiv.

Megjegyzés.

| A\

Szimmetrikus relaciok szorzata nem mindig szimmetrikus.
Példaul legyen A ={1,2,3}, és a = {(1,2),(2,1)}, B ={(2,3),(3,2)}
relaciok A-n. Mindkét relacié szimmetrikus, és (1,3) € af3, de (3,1) ¢ af.
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Relaciok elektronikus teszt (1. fel.)

Az elektronikus tesztek a http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/

oldalon érheték el. Az elsé két elektronikus teszt mar kitolthets. A Relaciok teszt
az 5. hét végén indul.

Dontse el, hogy az

Q= {(17 1)3 (17 2)7 (27 2)7 (37 1)7 (47 4)}7
8 =1(1,4),(4,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}, és
v=1{(1,1),(1,4),(2,1),(3,3),(4,3)}

relaciok esetén az alabbi allitasok koziil melyek az igazak, és melyek
hamisak (1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

@ (3,2) € ay. Hamis, (3,1) € o, de (1,2) ¢ .
o (1,4) ¢ B71y. Igaz, (1,3) € 71, de (3,4) ¢ 1.
o (4,3)c B ta"t Igaz, (4,1)c B tés (1,3) cat.
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