MTN113E: Vektorok

(eladas)

Katai-Urban Kamilla

1. VEKTORTER

1. Definicié. A V nemiires halmaz vektortér R felett (roviden valos vektortér) az @ (Gsszeadas)
kétvaltozos és A ©® (A € R) miiveletekkel, ha

(1) az Osszeadas kommutativ: Yu,v € V esetén u + v = v + u,

(2) az sszeadas asszociativ: Yu,v,w € V esetén (u+v) +w = u + (v + w),

(3) az Osszeadasnak van egységeleme: Jo € V Vu € V-re, amelyre o + u =u+ 0o = u,

(4) minden vektornak van additiv inverze: Yu € V Ju’ € V, amelyre u + v’ = v’ +u = o,
(5) Yv € Vesetén 1-v = v,

(6) YA\, u € R, Vv € Vestén (Ap) -v=A-(u-v),

(7) VA, p e R, Vv € Vesetén (A +p)-v=XAv+p-v,

(8) VAER, Vu,v € Vesetén - (u+v) =A-u+ \-v.

2. Példa. A kovetkezsk vektorteret alkotnak:

e Sikbeli vektorok (R?), térbeli vektorok (R3).
e Az R” halmaz, amin definidljuk az Osszeadast, és a valés szamokkal torténd szorzast a
kovetkezd modon. Ha (z1,...,2y), (Y1,...,Yn) € R™ és a € R, akkor

def.
(X1, oy xn) + (Y1, Yn) = (x1 4+ Y1y Tn + Yn)

def.
a-(z1,...,2,) = (ax,...,az,).

e Az m X n-es valés matrixok R™*™ halmaza, a matrixok Osszeadasaval, és a skalarral valo
szorzassal.

3. Tétel. Legyen V vektortér R felett, ekkor teljesiilnek a kdvetkezsk

(a) A V-n értelmezett 6sszeadasra vonatkozoan pontosan egy egységelem van.
(b) Minden V-beli elemnek egyetlen additiv inverze van.

Bizonyitds.
(a) Legyen o; és 09 is egységelem. Ekkor o;=01 + 02=02, az els6 egyenlGség azért teljesiil , mert
09 egységelem, a masodik pedig azért, mert o1 egységelem.
(b) H.F. (nov. 15.) (Hasonl6an a matrix inverzének bizonyitdsahoz az el6z6 eladéason.)

0

4. Definicié. A vektortér egyértelmiien meghatarozott additiv egységelemét zérusvektornak nevez-
ziik, jele: 0.

5. Példa. A zérusvektor és a vektorok additiv inverze a[2] példaban szerepld vektorterek esetén a
kovetkezsk.

0=1(0,0), az u = (z1,x2) additiv inverze —u = (—z1, —x2),

R3:0=(0,0,0), az u = (1, 72, x3) additiv inverze —u = (—z1, —22, —23).

e R":0=(0,...,0), az u = (x1, ..., z,) additiv inverze —u = (—x1,..., —Zy).

o R™*" zarusvektor az m x n-es nullméatrix, A € R™*™ additiv inverze a —A maétrix.

6. Definici6. Legyen V vektortér R felett, vy,..., v € V és Ay, ..., A\ € R. Ekkorav = Ajv1+-- -+
Apvg vektort a vy, ..., v vektorok Ay, ..., A\; skalarokkal képzett linearis kombinacidjanak nevezziik.
Ha Ay = --- = )\ = 0, akkor trivialis linearis kombinaciérol beszéliink.

7. Példa. A v; = (1,1,—1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,1,1) vektorok o = 2, g = —3 és a3 = 5
skalarokkal képzett linedris kombinacioja:

al'Ul+052'1}2+0{3"[)3:2'(1,1,*1)+(*3)‘(0,1,1)+5'(0,1,1):(2,4,*10)-



8. Definicié. Az R feletti V' vektortér vy, ..., v vektorrendszere linearisan fiiggetlen, ha pontosan
akkor teljestil, hogy Ajvi + -+ 4+ Agvp = 0, ha Ay = - = Ay = 0, azaz csak a trividlis lineéris
kombinacié allitja el a 0-t. Kiilonben a vektorrendszer linearisan fiiggs.

9. Példa. Az R"™ vektortérben

e 2 vektor lineéarisan fiiggetlen pontosan akkor, ha nincsenek egy egyenesben;
e 3 vektor linearisan fiiggetlen pontosan akkor, ha nincsenek egy sikban.

10. Tétel. Az R feletti V' vektortér vy,..., v, vektorrendszere akkor és csak akkor linearisan fiig-
g6, ha van olyan v; vektor (1 < i < k), amely el6all a vq,...,v;—1,0i41,...,v; vektorok linearis
kombinaciojaként.
Bizonyitds.

»,="Haawi,...,v; vektorrendszer linearisan fiiggs, akkor van olyan linearis kombinéciéjuk, amely
nem trivialis médon allitja els a 0-t.

Mo+ -+ Mg = 0,  ahol létezik \; # 0

)\i'Ui = —)\1’1)1 — = )\i_lvi_l — )\i+1vi+1 e — )\kvk ’Z )\i 75 0
- M Aio1,, Aif1,, Ak
Vi = VLT T Vil — o Vil T = 3 Uk,

tehat van olyan vektor, ami elall a tobbi vektor linearis kombinéciojaként.
<" H.F. (nov. 15.) O

11. Tétel. Tetszbleges R feletti V' vektortér esetén teljesiilnek a kovetkezdk:
(1) Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linedrisan fiiggs, akkor a vektorrendszer is
linearisan fiiggd.
(2) Linearisan fiiggetlen vektorrendszer barmely részrendszere is linearisan fiiggetlen.

Bizonyitds.

(1) Belatjuk, hogy linearisan fiiggd vektorrendszert tetszélegesen bévitve linearisan fiiggs vek-
torrendszert kapunk. Ha vy, v, ..., v € V vektorrendszer linearisan fiiggs, akkor a tétel
alapjan létezik ¢, amelyre v; = Avy + -+ + A\j—10i—1 + Nip1vi+1 + - -+ + Agvg. Tetszbleges
Vg1 € V esetén a vy, ve, ..., vk, Ug11 vektorrendszer is linearisan fiiggd, ugyanis:

v = Av1 s+ X101+ Aip1vier + oo+ Agvg + Ovggg

Tehét linearisan fiiggs vektorrendszert bévitve linedrisan fiiggé vektorrendszert kapunk.
(2) Ha linearisan fiiggd lenne valamelyik részrendszer, akkor az (1) alapjan a teljes vektorrendszer
is linearisan fliggd lenne.

O
12. Hazi feladat. (nov. 22.) Igazak-e az allitasok, ha igaz, bizonyitsuk, ha nem, adjunk ellen-
példat.
(a) Ha az ug,ug,...,ur és vy, vy,..., v linearisan fiiggetlen, akkor uy + vy, ug + va, ..., up + vg
is lineérisan fiiggetlen vektorrendszer.
(b) Ha az uy, vy, ug,ve,...,uk, v linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor az wuq,ug, ..., uy és
a v1,v2, ...,V 18 linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.
(c) Ha az uy,vi,ug,v2,...,ug, v linedrisan fiiggd vektorrendszer, akkor wuy, ug, ..., u; valamint
a v1,v2, ...,V is linearisan fiiggs vektorrendszer.

13. Definicié. A vektorrendszerek elemi atalakitasai a kovetkezsk:
(1) Tetszoleges vektort helyettesithetiink a nemnulla skalarszorosaval.
(2) Tetsz6leges vektort helyettesithetiink a vektor és a vektorrendszerbdl egy mésik vektor ska-
larszorosanak Osszegével.
(3) Zérusvektort elhagyhatunk/hozzévehetiink a vektorrendszerbdl/hez.

14. Definicié. Két vektorrendszer ekvivalens, ha elemi atalakitdsokkal egymésbo6l megkaphatok.

15. Megjegyzés. A matrixok 1épcsGs alakra hozasakor alkalmazott elemi atalakitasok a matrix

sorvektorrendszerének elemi atalakitasainak felelnek meg.
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16. Allitas. Legyen uy, ..., u; vektorrendszer R™-ben. Tekintsiik azt a matrixot, amelynek sorvek-

torrendszere uq, . .., ux, majd elemi atalakitasokkal hozzuk lépcs6s alakra. Az igy kapott matrix nem-
nulla soraibél alkotott R™-beli vektorokat jelolje rendre vy, ..., v,. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:
(1) a vq,...,v vektorrendszer linearisan fiiggetlen;
(2) ha ¢ < k, akkor az uq, ..., u vektorrendszer linearisan fiiggd;
(3) ha ¢ = k, akkor az uq,...,u vektorrendszer linearisan fliggetlen.
Bizonyitds.
(1) A vq,...,vp € R™ vektorrendszert egy 1épcsds alakin matrix nemnulla sorai alkotjak. Jelolje

x; a v; vektor elsé nemnulla komponensét (1 < i < /).

U1 [ X1
() 0 o

Uy 0 0 Ty

Ha tekintjiik a Ajv1 + - - - + Apvp = 0 linearis kombinaciot, akkor az 6sszegzésnél az x1 elemet
tartalmaz6 komponens esetén a tobbi vektor megfelel6 komponense nulla, tehat A\jxy = 0-
nak kell teljesiilnie, de x1 # 0, igy A1 = 0. Ezért az xo-t tartalmazé komponens esetén is
minden més vektor megfelel6 komponensében 0 szerepel, tehat Aoz = 0-nak teljesiilnie kell,
és xo # 0, igy Ao = 0. Ezt folytatva tetszsleges i € {1,..., ¢} esetén megkapjuk, hogy A\; = 0.
Tehét csak a trivialis linearis kombinacié allitja el§ a 0-t, tehat a vq,..., vy vektorrendszer
linedrisan fiiggetlen.

(2) Ha £ < k, akkor a lépcsés alak kialakitasa soran keletkezett olyan sor, ami csak 0-kat tartal-

maz. Azaz, az ui,...,u; vektorok nemtrivialis linearis kombinacidjaként megkaptuk a 0-t,
igy linearisan fliggd a vektorrendszer.
(3) Ha ¢ = k, akkor az uy, ..., u; vektorrendszer nem lehet linearisan fiiggs, hiszen akkor nem-

trividlis linearis kombinéciéjukként elGallna a 0, azaz lenne olyan sor a lépcs@s alakban, ami
csak 0-kat tartalmazna, igy ¢ < k-t kapnénk.

O
17. Definicid. Vektorrendszer maximalis linearisan fliggetlen részrendszerének nevezziik egy olyan

linearisan fliggetlen részrendszerét, amely méar nem bd&vithets tovabb gy, hogy a részrendszer line-
arisan fiiggetlen maradjon.

18. Megjegyzés. Az uq,...,u; € R™ vektorrendszerbdl a kovetkezdképpen valaszthatd ki max-
imalis linearisan fliggetlen részrendszer. Tekintsiik azt a maétrixot, melynek sorvektorrendszere
ui,...,ug, a sorokat jeloljiik meg, majd hozzuk lépcsés alakra a méatrixot. Az igy kapott matrix

nemnulla sorainak megfelel§ eredeti vektorok maximalis linearisan fliggetlen részrendszert alkotnak.
Altalaban tobb maximalis linearisan fliggetlen részrendszer is megadhat6 egy vektorrendszer esetén,
de ezen részrendszerek elemszama mindig megegyezik.

19. Példa. Megadunk egy maximalis linearisan fiiggs részrendszert az uy = (1,2,-3,4), uy =
(2,6,—2,2), us = (0,1,2,—-3), uqg = (1,1, —4, 3) vektorrendszerben.

u (1 2 -3 4 u (1 2 -3 4 u (1 2 -3 4 u (1 2 -3 4
u [ 2 6 —2 2 w0 2 4 —6 us [0 1 2 -3 us [0 1 2 -3
us {0 1 2 =3 T wzlo 1 2 3| wl|l0o 2 4 6| wl|0oo0 0 o0
wug \1 1 -4 3 ug \0 -1 -1 -1 ug \O -1 -1 -1 wg \O 0 1 —4

Tehat az uq, ug, ug vektorok maximalis linearisan fliggetlen részrendszert alkotnak.
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2. EUKLIDESZI TER
20. Definicié. Legyen u,v € R", u = (x1,29,...,2Zpn), v = (Y1,Y2,---,Yn). Az u,v vektorok
standard bels szorzata (skalaris szorzata) a kévetkezd:

n
(u,v) = wol = z1y1 + woyp + A Ty = szyz
i=1

21. Definici6. Az R"™ vektorteret a standard belsd szorzattal euklideszi térnek nevezzik.
22. Definici6. Az u = (z1,...,x,) € R" vektor hosszan (normajan) az ||ul| = /(u,u) = /> 1 22
nemnegativ valés szamot értjiik. Az u vektor normalt, ha ||u|| = 1.

23. Példa. Az u = (1,-2,3) € R3 vektor hossza ||u|| = /12 + (—2)2 + 32 = V14.

24. Definicio. Az R™ euklideszi tér tetszoleges nemzérus u, v vektora esetén létezik egy egyértelmiien
meghatarozott 0 < a < 7 sz0g, hogy

(u, v)
[l - o]l

amelyet az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk, hogy az u,v € R™ vektorok merélegesek
(ortogonalisak), ha (u,v) = 0.

25. Definicié. Az uq,...,ur € R" vektorrendszer ortogonalis, ha barmely 1 < ¢ < j < k esetén
uj, uj merdlegesek, azaz (u;, u;) =0 (1 <i < j<k). Azuy,...,u; € R" vektorrendszer ortonormalt,
ha ortogonalis, és minden vektora normalt, azaz ||u;|| = 1, barmely ¢ € {1,...,k} esetén.

26. Példa. A kovetkezd vektorrendszerek ortonormaltak
hd Rg_ben: (17 07 0)7 (07 17 0)7 (O) 07 1)7
2 . 2 2 2 2
e R*-ben: <§, %), (f%,%)
27. Definici6é. Az A € R™ ™ matrixot ortogonalis matrixnak nevezziik, ha sorvektorrendszere
ortonormaélt vektorrendszert alkot az R™ euklideszi térben.

28. Példa. A kivetkezdk ortogonalis méatrixok
1 00

0

0

1
0

A
~—

NG
* |2
2

29. Hazi feladat. (nov. 29.) Legyen A € R™*™ ortogonéalis matrix, ekkor
(a) AAT =7
(b) A=t =?

30. Definicié. Az R™ euklideszi tér tetszGleges u és v(# 0) vektora esetén az u vektor v vektorra
vett merdleges vetiiletén az

(u,0)

(v, )
vektort értjiik. Ez a vektor egy egyenesbe esik a v-vel, és hosszusaga ||ul| - cosa, ahol « az u és v
vektorok szoge. (Abra a CooSpace-en az elsadas-jegyzetnél!)

31. Tétel (Gram—Schmidt-féle ortogonalizacio). Az R™ euklideszi tér tetszéleges uq, ..., ug
linearisan fiiggetlen vektorrendszere esetén van olyan vy, ..., v, ortogonalis vektorrendszer, hogy a
két vektorrendszer ekvivalens.

32. Megjegyzés. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizacié a kévetkez6képpen végezhets el:
(1) legyen a v; = ug;



(2) a ve vektort ugy kapjuk, hogy vessziik az uy vektor merdleges vetiiletét a vy vektorra, majd
ezt kivonjuk az us-bdl:

(ug,v1)

(v1,01)

Vg = Ug — * V13

(3) hasonloan kapjuk a vs vektort is:

(us, v1) (us, v2)
V1 —

(v1,v1) (v2,v2)

a tobbi vektorra is a fenti eljarast alkalmazzuk.

Ha ortonormaélt vektorrendszert szeretnénk elGallitani az ortogonélis vektorrendszerbdl, akkor a
vektorokat el kell osztani a hosszukkal, ez az tgynevezett normalés.

33. Példa. Az u; = (1,0,—1), us = (1,2,—1), ug = (0,1,—4) € R? vektorrendszeren végziink
Gram—Schmidt ortogonalizacidt, majd normaljuk is a vektorokat.

(1) V1 = Uy = (1,0, —1);

(2)

V3 = U3 — V23

R A == A
—(1,2,-1) - # L(1,0,—1) = (0,2, 0);
(3)
Vg =uz— <ug?vl>01 - <u3702>112 =
<Ul’m«o | @i’)va 0,—1)) (0, 1,4),(0,2,0))
B e R (O XN X0 Sl
4 04240

0
=(0,1,—4) — % -(1,0,-1)
= (O> 1, _4) - (27 0, _2> - (Oa 1, 0) = (_27 0, _2)§
A v = (1,0,-1), v = (0,2,0), v3 = (—2,0,—2) vektorrendszer ortogondlis, és ekvivalens az
ui, Uz, ug vektorrendszerrel.
Ha ortonormaélt vektorrendszert szeretnénk kapni, akkor meg kell hataroznunk a vektorok hosszat:

(0,2,0) =

llv1]] = V2, |Jval] = 2, ||vs]] = 2v2. Majd minden vektort el kell osztani a hosszaval: v] =
%,0, —%), vh = (0,1,0), v = (—%,0, —%) A v}, vh, v§ vektorrendszer ortonormalt.
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