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1. OSZTHATOSAG, MARADEKOS OSZTAS

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam osztoja a b egész szamnak (b tobbszorose a-nak),
ha létezik olyan k egész szam, amelyre ak = b. Ha a osztdja b-nek, akkor ezt tgy jeldljik, hogy a | b.

2. Definicié. Egy egész szamot egységnek neveziink, ha minden egész szamnak osztoja.
3. Tétel. Az egész szamok korében két egység van, az 1 és a —1.

4. Tétel (oszthatosag tulajdonsagai). Tetsz6leges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) ala;

(2)
(3) a|bésb|a akkor és csak akkor, ha a = +b;
(4) a|0;
(5) a| 1 akkor és csak akkor, ha a = +1;
(6) 0| a akkor és csak akkor, ha a = 0;
(7) haa|bésa|c, akkor a | b=+

(8) ha a | b, akkor a | be;

(9) ha ¢ # 0, akkor a | b akkor és csak akkor, ha ac | be;
10) ha a | b és b # 0, akkor |a| < [b].

(

5. Tétel (maradékos osztas). Ha a és b egész szamok és b # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien
meghatarozott ¢ és r egész szamok, amelyekre a = bg 4 r és 0 < r < |b|.

6. Definicid. Az el6z6 tételben szerepl§ a szémot osztandonak, b-t osztonak, ¢-t hanyadosnak és
r-et maradéknak nevezziik.

2. LEGNAGYOBB KOz0OS 0SzTO

7. Definici6. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztojanak nevezziik, ha
teljesiilnek a kovetkezdk:

(Inkol) d|a ésd|b;

(Inko2) barmely k egész szamra, ha k | a és k | b, akkor k | d.

Az a és b szamok legnagyobb kozos osztojat Inko(a, b)-vel jeloljiik.
8. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté az egész szamok korében nem egyértelmii, ha d leg-
nagyobb ko6zos osztd, akkor —d is. Ha a,b € N, akkor a legnagyobb kozos osztét is az N halmazbol

valasztjuk, igy egyértelmiien meghatarozott.
Az el6z8 definiciohoz hasonloan megadhato a és b legkisebb tobbszorose is, jele lkkt(a, b).

9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a és b egész szamok asszocialtak, ha a | b és b | a teljesiil (azaz
a = £b), és az a ~ b jelolést hasznéljuk.

10. Definicié. Az a és b egész szamok relativ primek, ha Inko(a,b) ~ 1.

11. Tétel (euklideszi algoritmus). Barmely két a és b természetes szamnak van legnagyobb
koz0s osztoja, amely az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphatd. Az rg = a és r1 = b természetes



szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos osztésok ismételt elvégzését jelenti:

ro = q17r1+ 172 (0<ry<ry);

T = Qoo + T3 (0 <rsg < 7‘2);
Tn—2 = Qn—1Tn—1 + Tn (0 <7y <rp-1);
Tn—1 = qnTn + Tni1 (Tn—l-l = 0)

Az eljaras véges szamu lépés utan véget ér, azaz létezik olyan n természetes szam, hogy r,11 = 0.
Ekkor a legnagyobb kozos oszté az utols6 nemnulla maradék, azaz Inko(a, b) = 7.

12. Tétel (Inko tulajdonségai). Tetszbleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:
(1) Inko(a,0) ~
(2) Inko(a,b) ~a akkor és csak akkor, ha a | b;
(3) Inko(a + bc, b) ~ Inko(a, b);

(4) ha Inko(a,b) # 0, akkor lnko(a 7y €8 lnko(a 5y relativ primek;

()

(6)

5) ha Inko(a, b) # 0, akkor likt(a, b) ~ &
6) ha Inko(a,c) ~ 1 és c| ab, akkor ¢ | b.

3. PRIMSZAM, SZAMELMELET ALAPTETELE

13. Definici6. Egy egész szam trivialis osztoinak az egységeket és sajat maga egységszereseit nevez-
ziik.

14. Definicié. Egy egész szam Osszetett szam, ha trivialistol kiillonb6zs osztoja is van.

15. Definici6é. A p egységektdl és nullatol kiilonbozs egész szamot felbonthatatlannak nevezziik, ha
csak ugy bonthato fel két egész szam szorzatara, hogy valamelyik egység, azaz ha p = ab, akkor a
vagy b egység. (Ha a egység, akkor p ~ b.)

16. Megjegyzés. A felbonthatatlan szamoknak csak trivialis oszt6i vannak, azaz csak trivialisan
lehet szorzatté alakitani.

17. Definicioé. A p egységektdl és nullatol kiillonbozé egész szamot primelemnek nevezziik, ha
valahanyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja valamelyik tényezdének, azaz ha p | ab,
akkor p | a vagy p | b.

18. Tétel. A p egész szam pontosan akkor primelem, ha felbonthatatlan.

19. Definicié. Egy p > 2 természetes szdmot primszamnak neveziink, ha valahanyszor osztoja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja valamelyik tényezének, azaz ha p | ab, akkor p | a vagy p | b.

20. Megjegyzés. A primszamok tehat a primelemek koziil a pozitiv egész szdmok.
21. Tétel. Végtelen sok primszam létezik.

22. Tétel (szamelmélet alaptétele (primelemekkel)). Barmely 0-t6l és egységektd] kiilonbozs
egész szam felbonthat6é primelemek szorzatara, és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétdl és egység-
szeresektdl eltekintve egyértelmd.

23. Tétel (szamelmélet alaptétele (primszamokkal)). Barmely 0-t6l kiilonb6z6 egész szam fel-
bonthato primszamok szorzatara (negativ szam esetén —1-gyel szorozva), és ez a felbontés a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

24. Megjegyzés. Az 1 primtényezss felbontasa az iires szorzat.

25. Kovetkezmény (primhatvanytényezds alak). Barmely 0-t6] kiilonbo6zd egész szam elGall
paronként kiilonb6z6 primszdmok hatvanyainak szorzataként (negativ szam esetén —1-gyel szorozva),
és ez a felbontas a tényezk sorrendjétsl eltekintve egyértelm.
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26. Tétel. Legyen az a és b természetes szamok primhatvanytényezds felbontasa a = pi*-...-pon és
b= pf Lo pﬁ" (azokat a primeket amelyek csak az egyik szamban fordulnak els, a masik szamban
nulla kitevével tiintetjiik fel). Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
(1) a | b akkor és csak akkor, ha a; < f3; minden i-re;
(2) Inko(a, b) = py ™) . pryin(enn),
) e :

(3) lkkt(a’ b) — plinax(al’ﬁl) o pglax(anvﬁn).
4. RACIONALIS SZAMOK TIZEDESTORT ALAKJA

27. Tétel. Barmely racionalis szam tizedestort alakja véges vagy végtelen szakaszos.

28. Tétel. Egy g =7 € Q (a € Z, b € N, Inko(a, b) ~ 1) racionalis szam tizedestort alakja pontosan
akkor véges, ha b primtényezds felbontasdban legfeljebb a 2 vagy az 5 szerepel.

29. Megjegyzés. A racionalis szamok tizedestort alakja nem egyértelmi, példaul a % megadhato

0,75 és 0, 749 alakban is, ez ugy keriilhets el, ha a végtelen sok kilencest nem engedjiik meg.
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