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(elsadasvazlat)

Katai-Urban Kamilla

1. MATRIXOK

1. Definicié. Legyen m,n € N, az A (m X n)-es matrix egy téglalap alaku tablazat, amelynek m
sora és m oszlopa van. A tablazat elemei valos szamok, A € R™*™. Az A matrix i-edik soranak
j-edik elemét a;j-vel jeloljiik, bevezetjitk a kévetkezd jelolést is: A = (a4 ) Az A (m x n)-es

mxn'
matrix altalanos alakja:
a1 a2 ... Qiy
Ao az1 Q2 ... a2y
Am1 Qm2 ... Amn mxn
1.1. Matrix miiveletek
2. Definicié. Az A, B € R™*™ matrixok Osszege:
A+ B= (aij)mxn + (bij)mxn = (aij + bij)mxn :
3. Példa.
1 0 2 -6 3 —6
A=1 -5 9 , B=1 -3 1 , A+B=| -8 10
-1 -3 2 2 1 -1

4. Tétel. Tetszoleges A, B, C' € R™*™ métrixokra érvényesek az alabbiak:
(1) az Osszeadas kommutativ: A+ B = B + A;
(2) az Osszeadas asszociativ: (A+ B)+C =A+ (B+C).

5. Definicio. Az A = (ai;)

€ R™ ™ matrix A € R skalarral vett szorzata:

AA = X (aij)sen = (M) s -

2 -6 -1 -4 12 2
A‘<—3 17 > (_2)"4_< 6 —2 —14)'
7. Tétel. Tetszoleges A, B € R™*™ méatrixokra és A, u € R skalarokra érvényesek az alabbiak:

(1) (AwA = A(pd);
(2) M(A+ B) = M + \B;
(3) A+ p)A=IA+ pA.

8. Definicio. Az A = (ay5),, .., € R™" matrix transzponaltja az AT = (b;)
ahol b;; = aj; teljestil barmely 1 <¢ < n, 1 < j < m esetén.

mxn

6. Példa.

nxm € RV matix,

9. Példa.

5 3
A:(g‘llj), AT— | 4 1
2 2

10. Tétel. Tetszoleges A, B € R™*™ métrixokra és A € R skalarra érvényesek az alabbiak:
(1) (AA)T = \AT
(2) (A+BY = AT + BT,
(3) (AN = A.



11. Definicié. Az A és B valés matrixok szorzata AB pontosan akkor létezik, ha az A matrix
oszlopainak szama megegyeik a B matrix sorainak szaméval. Ekkor az A = (ay;),,,, € R™*" és a
B = (bij),, .., € R™* métrixok szorzata AB € R™** ahol

= <Z aitbtj> .
t=1 mxk

12. Példa.

Ap - (12-6-15 —246+0) _( -9 4
-\ 64+0-24 14040 ) \ —-18 -1 )

13. Tétel. Tetszoleges A, B, C valos méatrixok és A € R skalar esetén, ha a miveletek elvégezhetsk,
akkor teljesiilnek a kévetkezsk:

(1) a szorzas asszociativ: A(BC) = (AB)C;

(2) a szorzas disztributiv az osszeadéasra: A(B + C) = AB + AC és (A+ B)C = AC + BC;
(3) MAB) = M)B = A(AB);

(4) (AB)T = BT AT,

14. Megjegyzés. A matrixok szorzasa nem kommutativ! Az is lehet, hogy a matrixok felcserélésével
mar a szorzas el sem végezhetd, de négyzetes (n X n-es) méatrixok esetén sem cserélhetdk fel a szorzas
tényezdi altalaban.

1.2. Specialis alakt matrixok
15. Definicié. Az A € R™" matrixot szimmetrikus méatrixnak neveziink, ha A7 = A teljesiil.
16. Definicio. Az A € R™*" négyzetes matrix f6atlojanak az aq1, a9, ..., an, elemeket nevezziik.

17. Definicio. Az A € R™*™ matrix felsd (also) triangularis, ha a féatloja alatt (felett) minden
elem nulla.

18. Definicié. Az A € R™*"™ matrix diagonalis, ha a f6atlojan kiviil minden elem nulla.

19. Definici6. Az n X n-es egységmatrix olyan diagonélis matrix, amelynek f6atlojaban minden
elem 1-es:

1 0 . 0

0 1 . 0
En: .

0 0 1

20. Definicidé. Az n x n-es nullmatrix (zéromatrix) az a matrix, amelynek minden eleme 0:

0 0 0

0 0 0
Ly =

00 ... 0

21. Tétel. Tetszbleges A € R™"*™-re teljesiilnek a kovetkezok:

(1) AE, = E,A = A;
(2) AZy, = ZpA = Z,.



2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

22. Definicié. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos alakja:

a1121 + 41222 + ... + a1pxny, = b1
(1) 9171 + agexo + ... + agpTy = bo
Am121 + Am2X2 + ...+ ATy = bma

ahol a;;, b € R (1 <i<m, 1 <j<n). Az egyenletrendszer felirhat6 Az = b alakban is, ahol

aiy a2 ... Qaip b1 T

asy a9 ce. a9y, bg T2
A= ) . ) , b= ) , T =

aAmi Gm2 ... Gmn b, Tn,

Az A méatrix az egyenletrendszer (egyiitthato)matrixa, az egyenletrendszer bévitett matrixa pedig

aip a2 ... Qin | by
a1 a2 ... Q2 | by
Ap=| o T T o
aml Om2 ... Amn | b

2.1. Gauss-eliminacio

23. Definicidé. A bévitett matrix elemi atalakitasai (az egyenletrendszer atalakitésai):

(1) Két sor (egyenlet) felcserélése.
(2) Egy sor (egyenlet) szorzasa egy tetszdleges nemnulla valos szammal.
(3) Valamelyik sorhoz (egyenlethez) egy maésik sor (egyenlet) szamszorosanak hozzaadasa.

24. Definici6. A bdévitett matrix 1épesds alaki, ha barmely sordnak elsd nullatdl kiillonb6z6 eleme
alatt csak nullak allnak, tovibba minden sorban az els6 nem nulla elem hatrébb van, mint a megelz8
sor elsé nem nulla eleme.

25. Tétel. Elemi &talakitasokkal tetszSleges linearis egyenletrendszer bévitett matrixa lépcsds
alakra hozhato.

26. Allitas. Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha bévitett matrixa-
nak 1épcsés alakjaban ellentmondé sor szerepel, ami a kévetkezé alaku: (0 e O\C), aholc € Résc # 0.

27. Definicio. A linearis egyenletrendszer egy valtozojat szabad valtozonak nevezziik, ha tetszélege-
sen felvehet valés szamot értékként, kiilonben a valtozot kotott valtozonak nevezziik.

2.2. Linearis egyenletrendszer megoldasainak szama

1. eset: Ha a Gauss-eliminacié sorén ellentmond6 sort talalunk, akkor nincsen megoldas.

2. eset: Ha van megoldas (azaz nincsen ellentmondé sor a Gauss-eliminacié soran), és van szabad
valtoz6, akkor végtelen sok megoldas van, hiszen a szabad valtozok tetszGleges valés
szamot felvehetnek értékként.

3. eset: Ha van megoldas, de nincs szabad valtozo, az akkor fordul el, ha a b&vitett matrix 1épcsGs
alakjaban pontosan annyi nem-0 sor van, mint ahany valtozé szerepel az egyenletrendszerben.
Igy minden valtozo kotott, azaz értékiik egy-egy valos szam, igy pontosan egy megoldas
van.

3. MATRIXEGYENLETEK

Matrixegyenlet: AX = B, ahol A € R™" B e R™** A B oszlopvektoros formaban B =
(b ...by), ekkor a megoldast is oszlopvektoros formaban keressiik X = (z;...z;) € R"**.
3



28. Allitas. Legyen A € R™*" X = (z;...2;) € R  és B = (b, ...b,) € R™* Az AX =B
matrixegyenlet pontosan akkor oldhat6 meg, ha az Az, = b, (1 <1i < k) lineéris egyenletrendszerek
megoldhatok. A megoldas Gauss-eliminacidval szamolhato a kovetkezs bévitett matrixszal:

(AIB) = (Alby ... 1y).
3.1. Matrix inverze
29. Definicio. Az A € R™"™ matrix inverze A~ € R ha AA™'=A"'A=E,.
30. Allitas. Barmely n x n-es métrixnak legfeljebb egy inverze van.

Legyen A € R™", Ha az AX = E,, matrixegyenlet megoldhato, akkor X = A~!. Ha nem oldhato
meg, akkor A-nak nincs inverze.
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