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2. Kiiszobfiiggvények invarianciacsoportja

Egy Boole-fiiggvényt kiszobfiigguénynek neveziink, ha al-
kalmas w1, ..., wy,, t valés szamokra

f(x1,...,x,) = 1 akkor és csak akkor, haZwixi > 1.

1=1

Itt w;-t az x; valtozo sulydnak (i = 1,2,...,n), a t-t pedig
kiiszobértéknek nevezzik.
2.1. TETEL ([Hol]). Bdrmely n véltozés f kiiszobfiigg-
vényhez létezik n= {1,2,...,n}-nek olyan C; osztalyozasa,
hogy f invarianciacsoportja pontosan S,, azon permutacioibol
all, amelyek Cy minden blokkjat megdrzik. Megforditva: n
barmely C' osztalyozasahoz létezik olyan fo kiiszobfiiggvény,
hogy C = Cy,,.

2.1. Korollarium ([Hol]|). Barmely kiisz6bfiiggvény
invarianciacsoportja szimmetrikus csoportok direkt szorzataval
izomortf.



3. Teljességi tételek bizonyitasa fliggvény-relacié dua-
litas segitségével

Tekintsiik a k valtozos relaciokat egyvaltozos r: k — A
(k = {1,2,...,k}) figgvények halmazdnak. Azt mondjuk,
hogy egy k valtozos D relacié diagondlis, ha létezik egy olyan
p, ekvivalenciarelacio k -n, hogy

D={rk — A|r(u)=r(), haup,v, u,v ek }.

Az A-n definidlhat6 diagonalis relaciok osszessége alkotja a mi-
nimalis relacioklont.

3.1. Allitas (Bodnarcuk-Kaluznin-Kotov—Romov

[BKKR], Geiger [Gei], Krauss [Krl]|, [Kr2]). Egy A =
(A, F) algebra pontosan akkor primal, ha minden olyan relacio
diagonalis, amelyet minden F'-beli relacié megoriz.
3.1. TETEL (Stupecki [S1]). Legyen A véges halmaz gy,
hogy |A| > 2. Ha F tartalmaz egy f lényeges miiveletet és
az Osszes egyvaltozds miveletet, akkor az A = (A, F') algebra
primal.

Moédszeriinkkel be tudjuk bizonyitani a ternaris disz-
kriminator , a dudlis diszkriminator ( |A| > 3 esetén), az n-
valtozos (n > 3) majdnem-projekcidk fiiggvényteljességét, va-
lamint Foster teljességi tételét.



4. Diagrammsémak

Shifting Lemma (Gumm,):

w? y7 /U/, /U E A‘7
a, 3,7 € Con A,
anpCcy,
(z,u), (y,v) € o, (z,y), (u,v) € B, (u,v) €7
esetén
(z,y) €.
anpCcy
X o u N X o u
p p Y §
o o
y v y v



Hdaromszog Lemma (Chajda):
x,Yy,z € A,

a, 3,7 € Con A,

anpgCy

(z,y) €7, (w,2) € a(z,y) € B
esetén

(y,2) €.




4.3. Definicié. Egy A = (A, F) algebra kielégiti a Hd-
romszog Flvet, ha barmely ® toleranciara, és (3, v kongruenci-
ara az abran lathaté implikacio teljesil.

4.3. TETEL ([ChH1)). Kongruencia-disztributiv varietds-
ban (azaz az ilyen varietasok algebraiban) teljesiil a Haromsz6g
Elv.




Trapéz Lemma : barmely a, 3,7 € Con A esetén (ahol
A = (A F) egy algebra), ha an g C ~, (x,u),(y,v) € a,
(x,y) € B és (u,v) € v, akkor (x,y) € v. A Trapéz Lemma az
abran lathato.

A Trapéz Elvet hasonléan definialtuk, az egyetlen eltéres,
hogy «a helyett ® szerepel, amely egy tetszoleges tolerancia az
A algebraban.

4.4. TETEL ([CCH1]). Legyen V algebrdk egy varietdsa.
Ekkor a kovetkezo ot feltétel ekvivalens:

(a) V kongruencia-disztributiv;

(b) a Trapéz Elv teljestil V-ben;

(c) a Trapéz Lemma teljesiil V-ben;

(d) a Téglalap Lemma és a Haromszég Lemma teljesiil
V-ben;

(e) létezik olyan n pozitiv egész, és léteznek olyan
do,dq,...,d, négyvaltozos kifejezések, hogy

(el) do(z,y,u,v) =z, dy(z,y,u,v) =1y,
(82) dz($7 Y, &, y) — di—|—1(x7 Y, x, y) ha 1 péiI‘OS,
(e3) di(x,y,z,2) = d;+1(x,y, 2z, 2) hai paratlan, és
(ed) d;(x,x,y, z) = x barmely i-re
teljestil V-ben.



5. Haléazonossagok shiftje

Legyen

Ao op(zy,..xy) <qg(xg,...,z,)

hal6azonossag. Ha y véltozd, akkor jelolje S(A,y) a

Q(fbly---,xn) §y=>p(x1,...,xn) <y

formulat.

Legyen y € {x1,...,2,}, azaz y = x; (1 < i < n). Ha
S(A, x;) ekvivalens A-val, akkor S(\,x;)-t A shiftjének nevez-
ziik. Ha S(A, z;) ekvivalens \-val egy V varietason beliil, akkor
azt mondjuk, hogy S(A, x;) egy shiftie A\-nak V-ben.



Co :
C1:
Ca:
(3
Ca

(@ +y(z+ay)(z+ay) <y+ (@ + 20z +y)(y+ 2),
z(zy + z(w + 2yz)) < zy + (2 + w)(z + w(z + 2)),
(+y)(x+z) <z+(z+y)(z+2)(y+2),
(x+yz)(z+2y) < z(zr+yz) +x(z+ xy), és

y(z tylz +yz) <z + (z+y)(z+z(y +2))

5.2. TETEL ([CCH2]). Az S(Co,y), S(C1,y), S(Ca, ), és
S((3,y) rendre shiftjei a (y, (1, (2 és (3 hdléazonossagoknak.
Ellenben (4-nak nincsen shiftje.



Egy L halét n-disztributivnak neveziink (n > 1), ha L-ben
teljesil a

diStn . ﬁi 07 < i 6 Z 8%
1=0

j=0 i€{0,...,n}\ {5}
azZoNossag.

5.1. TETEL ([CCH2]). S(dist,, o) egy shiftje dist,-nek
a modularis halok varietasaban. Azonban ha n > 2, akkor
dist,,-nek nincs shiftje (az dsszes halok varietasaban).

A Fano-azonossag a kovetkezo:

x2: (x4+y)(z+t)<(z+2)(y+1t)+ (x+1t)(y+ 2).

5.3. TETEL ([CCHZ2]). A Fano-azonossignak nincs shiftje
— még a modularis halok varietasaban sem.
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6. Toleranciak és toleranciahalok

Jelolje dist(x,y, z) a disztributiv azonossagot:

zA(yVz)<(xAy) V(xAz),

mod(z,y, z) pedig a modularis azonossagot:

zA(yV(xNz) < (xAy)V(zA:z).

Azt mondjuk, hogy dist(tol,tol,tol) teljesiil A-ban, ha
CA(@VE)C(TAD)V(IAY)

fennall barmely I',®, ¥ € Tol A esetén, ahol a A kozos rész
képzést, V pedig az unio tranzitiv lezartjat jeloli. Analég mo-
don értelmezziik mod(tol,tol,tol)-t.

6.1. TETEL ([CzH2]). Ha V kongruencia-disztributiv
(kongruencia-modularis) varietds, akkor ¥V minden algebraja-
ban teljesiil dist(tol,tol,tol) (mod(tol,tol,tol)).
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Egy 0-elemes L halot 0-moduldrisnak neveziink, ha nincs
N5-tel izomorf, 07 -et tartalmazoé részhaldja.

Egy 0-val rendelkez6 L halé teljesiti az dltalanos diszjunkt-
sdgi tulajdonsdgot (GD) ha az a Ab=0¢és az (aVb)ANc=0
egyenl6ségekbol kovetkezik az a A (bV ¢) = 0.

Ha barmely a € L esetén {x € L : a A x = 0}-nak van
legnagyobb eleme, akkor L-et pszeudokomplementumos halonak
nevezzik.

6.2. TETEL ([CHR]). Legyen A aV kongruencia-moduldris
varietas egy algebraja. Ekkor fennallnak a kovetkezok:

(i) A h: TolA — Con A, & — ®* leképezés sziirjektiv
halohomomorfizmus, és Tol A 0-1 modularis halé, amely ren-
delkezik a (GD) tulajdonsaggal.

(ii)) Tol A pontosan akkor pszeudokomplementumos, ha
Con A pszeudokomplementumos.

6.3. TETEL ([CHR]). Legyen A tetszbleges algebra. Ha
A-n van tobbségi filiggvény, akkor:

(i) Tol A 0-modularis pszeudokomplementumos halo.

(ii)) AT és a ® pontosan akkor komplementumai egymas-
nak Tol A-ban, ha faktorkong-ruencia part alkotnak A-ban.
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7. Kongruenciahalé-azonossagok Malcev-feltételei mo-
dularis varietasokban

Azt mondjuk, hogy az A algebraban teljestil a tolerancia-
metszési tulajdonsdg (angolul tolerance intersection property,
amelynek a roviditése TIP), ha az A barmely két ', ® toleran-
cidjara teljesil a kovetkezo:

r“Nne*=TnNne)*

ahol * tranzitiv lezartat jelent.

7.3. TETEL. Egy varietas pontosan akkor kongruencia-
modularis, ha minden algebrajaban teljesiil a TIP.
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Varietasra vonatkozo erds Malcev-feltételnek a kovetkezo
alaku feltételt nevezziik: “léteznek olyan hg,..., hx kifejezé-
sek, amelyek kielégitik azonossiagok egy > halmazat”, ahol k
rogzitett, és X fliggetlen a tekintett algebrak tipusatol.

Malcev-feltétel alatt ”1étezik olyan n természetes szam,
hogy P, teljesiil” alaku feltételt értiink, ahol a P,-ek erds
Malcev-feltételek és P,-bdl kovetkezik P, 11 barmely n-re.
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7.1. TETEL ([CzH3]). Legyen X\ : p < q olyan hdldazo-
nossag, hogy \ =, modularitas. Ekkor barmely V varietasra a
kovetkezo két feltétel ekvivalens:

(a) Barmely A €V algebra esetén A teljesiil A kongruen-
ciahaléjaban.

(b) V kielégiti a kovetkez6 Malcev-feltételt: ”létezik n > 2
gy, hogy M(ps C gn) és (D,,) teljesiil”.
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7.4. TETEL ([CHL]). Legyen p C q egy (kongruencidkra
vonatkozo) tartalmazasi formula, ahol q o-mentes. (Azaz a p
egy {N, V, o}-kifejezés és q pedig haldkifejezés.) Ekkor barmely
V' kongruencia-modularis varietasra a kovetkezo feltételek ek-
vivalensek:

(i) p C q teljesiil V kongruenciaira,

(ii) p2 C q teljesiil V kongruenciaira,

(iii) p2,2 C q teljestil V kongruencidira,

(iv) A

(In>2) (M(ps C gzogo--0q2))

Malcev-feltétel (ahol g3 0 g2 © - - - 0 g2 egy n-tényezls szorzatot
jelol ) teljestil V-ben.

16



7.1. TETEL ([CzH3]). Legyen X\ : p < q olyan hdldazo-
nossag, hogy \ =, modularitas. Ekkor barmely V varietasra a
kovetkezo két feltétel ekvivalens:

(a) Barmely A €V algebra esetén A teljesiil A kongruen-
ciahaléjaban.

(b) V kielégiti a kovetkez6 Malcev-feltételt: ”létezik n > 2
gy, hogy M(ps C gn) és (D,,) teljesiil”.

7.2. Korollarium ([CHL]). Legyen A : p < g olyan
haléazonossag, hogy A\ =, modularitas. Ekkor barmely V va-
rietasra a kovetkezo harom feltétel ekvivalens:

(a) Barmely A €V algebra esetén \ teljesiill A kongruen-
ciahaldjaban.

(b”) V kielégiti a kovetkezd Malcev-feltételt: "1étezik n > 2
ugy, hogy M (p2 C qy) és (D,,) teljesiil”.

(c) V kielégiti a kovetkez6 Malcev-feltételt: ”1étezik n > 2
ugy, hogy M (p2 C gaoqao---0q3) ( n szorzétényezd) és (D)
teljesul”.
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