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TÉZISEK

1. Bevezetés

A hálók nagyon fontos ḱısérőstruktúrák. Gyakran bukkannak fel az algebra különböző
ágaiban. Egyszerűen áttekinthetők, de elég gazdagok ahhoz, hogy sokféle algebrai tulaj-
donságot jellemezzenek. Itt a hálók diagrammsémákkal és Malcev-feltételekkel kapcsolat-
ban lépnek fel. Emellett hálóelméleti vizsgálatokat folytatunk a hálóazonosságok shiftjével
kapcsolatban.

A matematikában hagyományosan az “invariáns valami olyan, ami változatlan marad
transzformációk bizonyos halmazára nézve. Az ’invariánsnak lenni’ tulajdonságot invari-
anciának nevezzük.”(Wikipedia [Inv1].)

Az univerzális algebrában ezen szoros értelemben vett jelentésen túlmenően az ’in-
variáns’ szó általánosabb jelentéssel is b́ır. Helyetteśıtsük a fent emĺıtett transzformációt
(amely egy A → A leképezés, ahol A tetszőleges halmaz) az algebrai művelet fogalmával.
Ily módon az invariáns reláció fogalmához érkezhetünk ([PK]).

2. Küszöbfüggvények invarianciacsoportja

Egy Boole-függvényt küszöbfüggvénynek nevezünk, ha alkalmas w1, ..., wn, t valós
számokra

f(x1, . . ., xn) = 1 akkor és csak akkor, ha
n∑

i=1

wixi ≥ t.

Itt wi-t az xi változó súlyának (i = 1, 2, . . . , n), a t-t pedig küszöbértéknek nevezzük.
A küszöbfüggvényeknek geometriai interpretációja is van. A {0, 1}n halmaz tekinthető

az Rn Euklideszi térben kifesźıtett hiperkockának. Egy Boole-függvény a 2n számú csúcs
0-val, vagy 1-gyel történő megjelölése. Küszöbfüggvény esetén az 1-gyel megjelölt csúcsok
hiperśıkkal választhatók el a 0-val megjelöltektől. Ezért a küszöbfüggvényeket lineárisan
szeparálható függvényeknek is szokás nevezni ([Sh]).

A küszöbfüggvényeket érdemes lenne minél jobban megismerni, ugyanis egyrészt mo-
dellezhetők velük az idegsejtek, másrészt elektromos hálózattal olcsón valóśıthatók meg.

2.1. TÉTEL ([Ho1]). Bármely n változós f küszöbfüggvényhez létezik n= {1, 2, . . . , n}-
nek olyan Cf osztályozása, hogy f invarianciacsoportja pontosan Sn azon permutációiból
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áll, amelyek Cf minden blokkját megőrzik. Megford́ıtva: n bármely C osztályozásához

létezik olyan fC küszöbfüggvény, hogy C = CfC
.

A bizonýıtás a következő segédtételeken alapszik, és csak elemi megfontolásokat tar-
talmaz. Definiáljuk a ∼ relációt az n halmazon a következő módon: i ∼ j akkor és csak
akkor, ha az (i j) transzpoźıció f -et invariánsan hagyja.

2.1. Álĺıtás A ∼ ekvivalenciareláció által definiált Cf osztályozás konvex.

2.2. Álĺıtás Legyen γ = (j1 j2 . . . jk−1 l jk . . . jm) ∈ Sn egy m + 1 hosszúságú ciklus

úgy, hogy js ∈ Cp, 1 ≤ s ≤ m, l ∈ Cq, p �= q. Ekkor γ �∈ G.

2.1. Lemma ([Ho1]). Ha egy β ∈ Sn legalább két Cf -blokkból tartalmaz elemet,

akkor β �∈ G.

2.2. Lemma [Ho1]). Legyen π ∈ SX alakja π = π2π1, ahol π1, π2 ∈ SX , és ahol
M(π1) ∩ M(π2) = ∅ és π1 �∈ G. Ekkor π �∈ G.

2.3. Álĺıtás. Legyen π ∈ SX , legyen π = γ1 . . . γr ahol a γi-k diszjunkt ciklusok. Ha
létezik olyan γj , hogy 1 ≤ j ≤ r és γj �∈ G, akkor π �∈ G.

Érdemes megfogalmazni a következő korolláriumot:

2.1. Korollárium ([Ho1]). Bármely küszöbfüggvény invarianciacsoportja szim-

metrikus csoportok direkt szorzatával izomorf.

3. Teljességi tételek bizonýıtása függvény-reláció dualitás seǵıtségével

Tekintsük a k változós relációkat egyváltozós r: k → A (k = {1, 2, . . . , k}) függ-
vények halmazának. Azt mondjuk, hogy egy k változós D reláció diagonális, ha létezik
egy olyan ρ

D
ekvivalenciareláció k -n, hogy

D = {r: k → A| r(u) = r(v), ha uρ
D

v, u, v ∈ k } .

Az A-n definiálható diagonális relációk összessége alkotja a minimális relációklónt.
A következő 3.1 Álĺıtás, valamint a 3.1 és a 3.1’ Lemmák seǵıtségével új bizonýıtások

adhatók ismert teljességi tételekre. (Az értekezésben egy ilyen új bizonýıtást részletezünk.)

3.1. Álĺıtás (Bodnarčuk–Kalužnin–Kotov–Romov [BKKR], Geiger [Gei],

Krauss [Kr1], [Kr2]). Egy A = (A, F ) algebra pontosan akkor primál, ha minden

olyan reláció diagonális, amelyet minden F -beli reláció megőriz.
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3.1. Lemma ([Ho2]). Adott A = (A, F ) algebra esetén a következő két feltétel

ekvivalens:

(i) Bármely R ⊆ Ak esetén az [R] reláció diagonális.

(ii) Bármely x, y ∈ Ak esetén az [x, y] reláció diagonális.

3.1′. Lemma ([Ho2]). A következő három álĺıtás ekvivalens:

(i) Az A = (A, F ) algebra primál.

(ii) Bármely x, y, z ∈ Ak esetén z ∈ [x, y], ha

((∀u, v ∈ k )(x(u) = x(v) ∧ y(u) = y(v) → z(u) = z(v))).

(iii) Bármely k ≥ 1 x, y, z ∈ Ak, és a k-n definiált bármely ρ ekvivalenciareláció esetén

ha ρ ⊇ ρx ∩ ρy, akkor Dρ ⊆ [x, y].

A 3.1. Lemma alapján egy teljességi tétel bizonýıtása alkalmasan választott mátrixok
vizsgálatára egyszerűsödik. Módszerünket S�lupecki tételének bizonýıtásán szemléltetjük
részletesen.

3.1. TÉTEL (S�lupecki [Sl]). Legyen A véges halmaz úgy, hogy |A| > 2. Ha F tartalmaz
egy f lényeges műveletet és az összes egyváltozós műveletet, akkor az A = (A, F ) algebra
primál.

Módszerünkkel be tudjuk bizonýıtani a ternáris diszkriminátor ([Sz]), a duális disz-
kriminátor ( |A| ≥ 3 esetén) ([FP]), az n-változós (n ≥ 3) majdnem-projekciók ([Cs1])
függvényteljességét, valamint Foster ([F]) teljességi tételét.

4. Diagrammsémák

Gumm Shifting Lemmája ([Gu1]) azt álĺıtja, hogy kongruencia-moduláris varietások
szép, téglalap alakban felrajzolható diagrammsémát eléǵıtenek ki. Ennek hatására Cha-
jda ([ChH1], 4.2. Alfejezet) egy olyan háromszögsémát vizsgált, amely a kongruencia-
disztributivitás következménye. A kongruencia-disztribut́ıv varietások nemcsak három
tetszőleges kongruenciára, hanem egy toleranciára és két kongruenciára is kieléǵıtik ezt
a sémát, azaz Gumm Shifting (Téglalap) Elvének analógiája érvényes.

4.3. Defińıció. Egy A = (A, F ) algebra kieléǵıti a Háromszög Elvet, ha bármely Φ
toleranciára, és β, γ kongruenciára az 1. Ábrán látható implikáció teljesül.
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Φ ∩ β ⊆ γ
=⇒

1. Ábra

4.3. TÉTEL ([ChH1]). Kongruencia-disztribut́ıv varietásban (azaz az ilyen varietások

algebráiban) teljesül a Háromszög Elv.

Mı́g a háromszögsémáról nem ismert, hogy jellemzi-e a kongruencia-disztributivitást,
egy trapézsémának nevezett megfelelő általánośıtásról megmutattuk, hogy igen ([CCH2],
4.3. Alfejezet).

A Trapéz Lemmának nevezett feltételt a következő módon vezetjük be: bármely
α, β, γ ∈ Con A esetén (ahol A = (A, F ) egy algebra), ha α ∩ β ⊆ γ, (x, u), (y, v) ∈ α,
(x, y) ∈ β és (u, v) ∈ γ, akkor (x, y) ∈ γ. A Trapéz Lemma a 2. ábrán látható.

α ∩ β ⊆ γ
=⇒

2. Ábra

A Trapéz Elvet hasonlóan definiáltuk, az egyetlen eltéres, hogy α helyett Φ szerepel,
amely egy tetszőleges tolerancia az A algebrában.

A következő 4.2 Álĺıtás néhány összefüggést tár fel feltételeink között; algebrák vari-
etásaira a 4.4. Tételben ezeknél többet tudunk álĺıtani.

4.2. Álĺıtás [(CCH1)]. Legyen A tetszőleges algebra.
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(1) Ha A kieléǵıti a Trapéz Lemmát (Trapéz Elvet), akkor kieléǵıti a Téglalap Lemmát

és a Háromszög Lemmát (Téglalap Elvet és a Háromszög Elvet). Továbbá mindhárom

elvből következik a megfelelő lemma teljesülése.

(2) Ha Con A disztribut́ıv, akkor A kieléǵıti a Trapéz Lemmát (és ily módon a másik

két lemmát is).

(3) Ha A kieléǵıti a Trapéz Elvet, akkor Con A disztribut́ıv.

(4) Ha A kieléǵıti a Téglalap Elvet, akkor Con A moduláris ( [Gu2], 4.2. Lemma).

(5) Ha A is kongruencia-felcserélhető, akkor Con A pontosan akkor disztribut́ıv, ha

A kieléǵıti a Háromszög Lemmát ([CzH1], Cor. 2).

4.4. TÉTEL ([CCH1]). Legyen V algebrák egy varietása. Ekkor a következő öt feltétel

ekvivalens:

(a) V kongruencia-disztribut́ıv;

(b) a Trapéz Elv teljesül V-ben;

(c) a Trapéz Lemma teljesül V-ben;

(d) a Téglalap Lemma és a Háromszög Lemma teljesül V-ben;

(e) létezik olyan n pozit́ıv egész, és léteznek olyan d0, d1, . . . , dn négyváltozós kife-

jezések, hogy

(e1) d0(x, y, u, v) = x, dn(x, y, u, v) = y,

(e2) di(x, y, x, y) = di+1(x, y, x, y) ha i páros,

(e3) di(x, y, z, z) = di+1(x, y, z, z) ha i páratlan, és

(e4) di(x, x, y, z) = x bármely i-re

teljesül V-ben.

Ezek a példák mutatják, hogy kongruenciahálóbeli azonosságok, sőt Horn-formulák
([ChH2]) helyett időnként érdemes diagrammsémákban gondolkodni.

5. Hálóazonosságok shiftje

Legyen

λ : p(x1, . . . , xn) ≤ q(x1, . . . , xn)

hálóazonosság. (Megjegyezzük, hogy hálóazonosságon mindig egyenlőtlenséget értünk,
azaz ≤-t használunk = helyett.) Ha y változó, akkor jelölje S(λ, y) a

q(x1, . . . , xn) ≤ y =⇒ p(x1, . . . , xn) ≤ y
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formulát. Ha y /∈ {x1, . . . , xn}, akkor λ nyilvánvalóan ekvivalens S(λ, y)-nal. Számunkra
az az eset a legfontosabb, amikor y ∈ {x1, . . . , xn}, azaz y = xi (1 ≤ i ≤ n). Ekkor S(λ, xi)
következménye λ-nak. Ha S(λ, xi) ekvivalens λ-val, akkor S(λ, xi)-t λ shiftjének nevezzük.
Ha S(λ, xi) ekvivalens λ-val egy V varietáson belül, akkor azt mondjuk, hogy S(λ, xi) egy
shiftje λ-nak V-ben. Ebben a fejezetben néhány ismert hálóazonosságról megmutatjuk,
hogy van shiftje, néhány továbbiról pedig azt, hogy nincs.

Huhn ([Hu1] és [Hu2]) nyomán egy L hálót n-disztribut́ıvnak nevezünk (n ≥ 1), ha
L-ben teljesül a

distn : β

n∑
i=0

αi ≤
n∑

j=0

⎛
⎝β

∑
i∈{0,...,n}\{j}

αi

⎞
⎠

azonosság.

5.1. TÉTEL ([CCH2]). S(distn, α0) egy shiftje distn-nek a moduláris hálók vari-

etásában. Azonban ha n ≥ 2, akkor distn-nek nincs shiftje (az összes hálók varietásában).

A következő néhány hálóazonosság McKenzie ([Mc]) cikkében található:

ζ0 : (x + y(z + xy))(z + xy) ≤ y + (x + z(x + y))(y + z),

ζ1 : x(xy + z(w + xyz)) ≤ xy + (z + w)(x + w(x + z)),

ζ2 : (x + y)(x + z) ≤ x + (x + y)(x + z)(y + z),

ζ3 : (x + yz)(z + xy) ≤ z(x + yz) + x(z + xy), és

ζ4 : y(z + y(x + yz)) ≤ x + (x + y)(z + x(y + z)).

A ζ3 a Gedeonová-féle p-modularitás ([Ged1]).

5.2. TÉTEL ([CCH2]). Az S(ζ0, y), S(ζ1, y), S(ζ2, x), és S(ζ3, y) rendre shiftjei a ζ0,

ζ1, ζ2 és ζ3 hálóazonosságoknak. Ellenben ζ4-nak nincsen shiftje.

A Fano-azonosság ( Herrmann és Huhn ([HH])) a következő:

χ2 : (x + y)(z + t) ≤ (x + z)(y + t) + (x + t)(y + z).

5.3. TÉTEL ([CCH2]). A Fano-azonosságnak nincs shiftje — még a moduláris hálók

varietásában sem.

6. Toleranciák és toleranciahálók
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Jelölje dist(x, y, z) a disztribut́ıv azonosságot:

x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

mod(x, y, z) pedig a moduláris azonosságot:

x ∧ (y ∨ (x ∧ z)) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Jelölje Tol A az A algebra toleranciáinak halmazát, Con A pedig az A algebra kongruen-
ciáinak hálóját. Azt mondjuk, hogy dist(tol,tol,tol) teljesül A-ban, ha

Γ ∧ (Φ ∨ Ψ) ⊆ (Γ ∧ Φ) ∨ (Γ ∧ Ψ)

fennáll bármely Γ, Φ, Ψ ∈ Tol A esetén, ahol a ∧ közös rész képzést, ∨ pedig az unió
tranzit́ıv lezártját jelöli. Analóg módon értelmezzük mod(tol,tol,tol)-t. Hangsúlyozzuk,
hogy Φ∨Ψ nem a Tol A hálóbeli egyeśıtést jelenti. Jónsson kifejezések ([J1]) seǵıtségével
bizonýıtottuk a következő tételt:

6.1. TÉTEL ([CzH2]). Ha V kongruencia-disztribut́ıv (kongruencia-moduláris) vari-
etás, akkor V minden algebrájában teljesül dist(tol,tol,tol) (mod(tol,tol,tol)).

Két fontos következmény:

6.1 Korollárium (Gumm [Gu1]). Ha V kongruencia-moduláris varietás, akkor

teljesül a Gummtól származó Shifting Elv, azaz bármely A∈ V-re, α, γ ∈ Con A és Φ ∈
Tol A esetén, ha (x, y), (u, v) ∈ α, (x, u), (y, v) ∈ Φ, (u, v) ∈ γ és α ∩ Φ ⊆ γ, akkor

(x, y) ∈ γ.

Jelöljük ∗-gal a tranzit́ıv lezártat. A következő álĺıtás lényeges lépés a 7. Fejezetben
található Malcev-feltételek felé:

6.1. Álĺıtás ([CzH2]). Ha mod(tol,tol,tol) vagy dist(tol,tol,tol) teljesül egy A

algebrában, akkor Γ ∩ Φ∗ ⊆ (Γ ∩ Φ)∗ bármely Γ, Φ ∈ Tol A esetén.

Egy 0-elemes L hálót 0-modulárisnak nevezünk ([St]), ha nincs N5-tel izomorf, 0L-
et tartalmazó részhálója. Egy 0-val rendelkező L háló teljeśıti az általános diszjunktsági
tulajdonságot (GD) ha az a ∧ b = 0 és az (a ∨ b) ∧ c = 0 egyenlőségekből következik az
a ∧ (b ∨ c) = 0. Ha bármely a ∈ L esetén {x ∈ L : a ∧ x = 0}-nak van legnagyobb eleme,
akkor L-et pszeudokomplementumos hálónak nevezzük.

A most következő 6.2. és 6.3. Tételek tartalmazzák legfontosabb eredményeinket a
kongruencia-moduláris varietásbeli toleranciahálókról.
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6.2. TÉTEL ([CHR]). Legyen A a V kongruencia-moduláris varietás egy algebrája.

Ekkor fennállnak a következők:

(i) A h: Tol A → Con A, Φ �→ Φ∗ leképezés szürjekt́ıv hálóhomomorfizmus, és Tol A

0-1 moduláris háló, amely rendelkezik a (GD) tulajdonsággal.

(ii) Tol A pontosan akkor pszeudokomplementumos, ha Con A pszeudokomplemen-

tumos.

6.3. TÉTEL ([CHR]). Legyen A tetszőleges algebra. Ha A-n van többségi függvény,

akkor:

(i) Tol A 0-moduláris pszeudokomplementumos háló.

(ii) A Γ és a Φ pontosan akkor komplementumai egymásnak Tol A-ban, ha faktorkong-

ruencia párt alkotnak A-ban.

7. Kongruenciaháló-azonosságok Malcev-feltételei moduláris varietásokban

Már 34 éves az a probéma, hogy ekvivalens-e minden kongruenciaháló-azonosság egy-
egy Malcev-feltétellel. Más szavakkal: azt mondjuk, hogy egy λ hálóazonosság jellemezhető
Malcev-feltétellel, ha létezik olyan M Malcev-feltétel, hogy bármely V varietás esetén λ tel-
jesülése V-ben ekvivalens M -nek V-beli teljesülésével; a kérdés pedig az, hogy jellemezhető-
e minden hálóazonosság ilyen módon. A problémát először Grätzer vetette fel [Gr1]-ben,
ahol a Malcev-feltétel fogalmát bevezette.

Varietásra vonatkozó erős Malcev-feltételnek a következő alakú feltételt nevezzük:
“léteznek olyan h0, . . . , hk kifejezések, amelyek kieléǵıtik azonosságok egy Σ halmazát”,
ahol k rögźıtett, és Σ független a tekintett algebrák t́ıpusától. Malcev-feltétel alatt ”létezik
olyan n természetes szám, hogy Pn teljesül” alakú feltételt értünk, ahol a Pn-ek erős
Malcev-feltételek és Pn-ből következik Pn+1 bármely n-re. A kérdést később többen is
felvetették, például Taylor [T]), Jónsson ([J2]), továbbá Freese és McKenzie ([FM]).

Bizonyos hálóazonosságok esetén ismert a Malcev-feltétellel történő jellemzés. Az
első két ilyen t́ıpusú eredmény a (kongruencia-)disztributivitás Jónsson-féle jellemzése
az úgynevezett Jónsson-kifejezések seǵıtségével, és a (kongruencia-)modularitás Day-féle
jellemzése a Day-kifejezések seǵıtségével. Mivel Day eredményét használjuk is, ezért azt
itt most részletesen is kimondjuk.

Legyen n ≥ 2, ekkor jelölje (Dn) a következő Malcev-feltételt: ”léteznek olyan
m0, . . . , mn négyváltozós kifejezések, amelyek kieléǵıtik a következő azonosságokat:

m0(x, y, z, u) = x, mn(x, y, z, u) = u,
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mi(x, y, y, x) = x, ha i = 0, 1, . . . , n,

mi(x, x, y, y) = mi+1(x, x, y, y), ha i = 0, 1, . . . , n, i páros,

mi(x, y, y, z) = mi+1(x, y, y, z), ha i = 0, 1, . . . , n, i páratlan.”

Day eredménye szerint egy V varietás pontosan akkor kongruencia-moduláris, ha a
”(∃n)(Dn)” teljesül V-ben.

A Jónsson-kifejezéseket és a Day-kifejezéseket hamarosan további hálóazonosságok
jellemzése követte, például Gedeonová ([Ge2]) és Mederly ([Me]) eredményei, de Nation
([N]) és Day [(Da2]) megmutatta, hogy ezek a Malcev-feltételek ekvivalensek a Day-
kifejezések és a Jónsson kifejezések létezésével ([J2], [FM]).

A következő mérföldkő a XIII. Fejezet Freese és McKenzie könyvében ([FM]). Az
úgynevezett keret-azonosságokkal kapcsolatos eredmények egy ideig reményeket keltettek
a probléma megoldására vonatkozóan, de Pálfy és Szabó ([PSz]) dolgozata lerombolta
ezeket a reményeket.

A jelen fejezetben megmutatjuk, hogy minden olyan hálóazonosság, amelyből
következik a kongruencia-modularitás, ekvivalens egy Malcev-feltétellel, amelyet ráadásul
könnyű megkonstruálni.

Azt mondjuk, hogy a λ hálóazonosságból következik a modularitás kongruencia-
varietásokban,azaz λ |=c mod, ha bármely V varietás esetén ha minden Con A

kongruenciahálóban (A ∈ V) teljesül λ, akkor minden ilyen kongruenciaháló moduláris.

Legyen adott a p hálókifejezés és legyen k ≥ 2. Definiáljuk a pk kifejezéseket in-
dukcióval a következőképpen. H p változó, akkor legyen pk = p. Ha p = r ∧ s, akkor
legyen pk = rk ∩ sk. Végül ha p = r ∨ s, akkor legyen pk = rk ◦ sk ◦ rk ◦ sk ◦ . . .,
amely k-tényezős szorzat. Ha kongruenciákat, vagy még általánosabban, reflex́ıv kompa-
tibilis relációkat helyetteśıtünk pk változói helyére, akkor a ∩ közös rész képzésként és a ◦
relációszorzásként interpretálandó.

A Malcev-feltételekkel kapcsolatos első eredményünk a 7.1. Tétel.

7.1. TÉTEL ([CzH3]). Legyen λ : p ≤ q olyan hálóazonosság, hogy λ |=c modularitás.

Ekkor bármely V varietásra a következő két feltétel ekvivalens:

(a) Bármely A ∈ V algebra esetén λ teljesül A kongruenciahálójában.

(b) V kieléǵıti a következő Malcev-feltételt: ”létezik n ≥ 2 úgy, hogy M(p3 ⊆ qn és

(Dn) teljesül”.

Azt mondjuk, hogy az A algebrában teljesül a tolerancia-metszési tulajdonság (angolul
tolerance intersection property, amelynek a rövid́ıtése TIP), ha az A bármely két Γ, Φ
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toleranciájára teljesül a következő:

Γ∗ ∩ Φ∗ = (Γ ∩ Φ)∗

ahol ∗ tranzit́ıv lezártat jelent. A 7.1. Tétel bizonýıtásában egyúttal a következőt is
bebizonýıtottuk:

7.2. TÉTEL ([CHL]). Kongruencia-moduláris varietás minden algebrájában teljesül a

TIP.

A következőekben jav́ıtjuk a 7.1. Tételt oly módon, hogy megadjuk a λ-t jellemző
legegyszerűbb (és ebben az értelemben a legjobb) Malcev-feltételt, amennyiben λ |=c mo-
dularitás.

Tetszőleges, a ∩,∨, ◦ műveleti jelekből és változól felépülő p = p(x1, . . . , xk) kife-
jezésre, röviden {∩,∨, ◦}-kifejezésre, és n ≥ 2-re definiáljuk a pn és a p2,2{∩, ◦}-
kifejezéseket indukció seǵıtségével a következő módon. Ha p változó, akkor legyen
pn = p2,2 = p. Ha p = r ∩ s, akkor legyen pn = rn ∩ sn és p2,2 = r2,2 ∩ s2,2. Ha-
sonlóan, ha p = r ◦ s, akkor legyen pn = rn ◦ sn és p2,2 = (r2,2 ◦ s2,2) ∩ (s2,2 ◦ r2,2). Végül,
ha p = r ∨ s, akkor legyen pn = rn ◦ sn ◦ rn ◦ sn ◦ · · · amely n szorzótényezőt tartalmaz a
jobb oldalon, és legyen p2,2 = (r2,2 ◦ s2,2) ∩ (s2,2 ◦ r2,2).
7.4. TÉTEL ([CHL]). Legyen p ⊆ q egy (kongruenciákra vonatkozó) tartalmazási

formula, ahol q ◦-mentes. (Azaz a p egy {∩,∨, ◦}-kifejezés és q pedig hálókifejezés.) Ekkor

bármely V kongruencia-moduláris varietásra a következő feltételek ekvivalensek:

(i) p ⊆ q teljesül V kongruenciáira,

(ii) p2 ⊆ q teljesül V kongruenciáira,

(iii) p2,2 ⊆ q teljesül V kongruenciáira,

(iv) A

(∃n ≥ 2)
(
M(p2 ⊆ q2 ◦ q2 ◦ · · · ◦ q2)

)

Malcev-feltétel (ahol q2 ◦ q2 ◦ · · · ◦ q2 egy n-tényezős szorzatot jelöl ) teljesül V-ben.

Korolláriumként mondjuk ki a 7.1. Tétel jav́ıtását:

7.2. Korollárium ([CHL]). Legyen λ : p ≤ q olyan hálóazonosság, hogy λ |=c

modularitás. Ekkor bármely V varietásra a következő három feltétel ekvivalens:

(a) Bármely A ∈ V algebra esetén λ teljesül A kongruenciahálójában.
(b’) V kieléǵıti a következő Malcev-feltételt: ”létezik n ≥ 2 úgy, hogy M(p2 ⊆ qn) és

(Dn) teljesül”.
(c) V kieléǵıti a következő Malcev-feltételt: ”létezik n ≥ 2 úgy, hogy M(p2 ⊆ q2 ◦ q2 ◦

· · · ◦ q2) ( n szorzótényező) és (Dn) teljesül”.
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