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Bernoulli-egyenl6tlenség (Jacob Bernoulli, 1654—
1705). Han € NT és x> —1, akkor

(14+x)">1+nx

teljesil.
Bizonyitas (teljes indukcid).
0) n = l-re igaz
00) Tegyiik fel, hogy valamely n-re fennéll, azaz
(14+2)" > 1+ nx.
000) Bizonyitsuk be (n 4+ 1)-re:

(1+2)"™ > 1 +n2)(1+2) =
=14+ (n+ Dz +nz? >
>1+ (n+1)x,

azaz kész.
(Megjegyzés: ”=").

Masik bizonyitas:
Tudjuk: a” —b" = (a—b)(a" "t +a"2b+...+
bn—l).



Legyen 1 +x =a,b=1. fgy
I+z2)"—1l=a((l+2)" " +Q+2)" 2 +...+1).
o) Ha x > 0, akkor (1 + )% > 1 és {gy
I4+2)"—1>n-x<= (1+2)" > 1+ nxz.
B) Ha —1 <z <0, akkor (1 +z)* <1 és igy
1+x)"—1>n-x< (1+2)" > 1+ nxz.
Megjegyzés: Teljes indukcio ide is.

Alkalmazasok:

1. ¥n: 1,01™ > 106

B . 10° — 1
o) 1,01">14n-0,01 > 10% <= n > RO
3) nlgl,01 > 6 <= n > 6
6 "7 1g1,01

2. 3'n > 1 dgy, hogy 1,01" > n1o.
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?
nlg1,01>101gn

0

lgl1,01 1
b LX)

10 n

1
De: % = lg/n — 1g1 = 0 (folytonossag)

]
Megjegyzés: % — 0, ha x — oo (diff.)

3) (Elemi)
B ?
(Prébdlkozds) (14+0,01)*>1+n-0,01>n'" (nem)



oo = (i)' -

= |1+ W1,01 -1

V&

B 11

> [1 tn ( R/1.01 — 1)} >
11

> ntl ( /1,01 — 1) > nto,
—11

ha n > ( /1,01 — 1) |

?
Megjegyzés: (1,000000000001)™ >n 0000000,

Megjegyzés: Ha a > 1, k € NT (tetszdleges)
dn: a™ > n* (ugyanigy) (v6.: computer)

3. Szamtani-mértani kozép kozotti eqyenlotienség




haa; >0 (i =1,2,...,n).

Alk.: szélsoérték problémak

Bizonyitds. (legyen Gldéfal és Godéfl)
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> 14+n Gn—l_

Masrészt:

Tgy (%), (+*) =

In_ >4 G 1|/-G
n — -Gy
Gn—l o Gn—l :

anp > Gp_1+n-G, —n-G,_1, azaz
an>n-G,—(n—1)Gp,_1.
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Rendre

GQZQ'GQ—l'Gl
a323-G3—2-G2

an>n- -G, —(n—1)G,_1
a1+...+a,>n-G,= A, > G,
44 77?

4. Eqy szép szélsoérték-probléma

Egy 2m x 1m oldala téglalap alaku kartonpa-
pirbdl a sarkoknal kirajzolt négyzetek kivagasa utan
a szélek felhajtédsaval dobozt készitiink. Milyen ol-
dalhosszusagu négyzeteket kell kivagni ahhoz, hogy
a kapott doboz térfogata maximalis legyen?



Megoldds:

Vi) =(1-22)(2—22) z=22x° —32° +2) =

[ )

3 x
=4 x3—§x2+§ =4 - f(x)
Ty

Harmadfoku
0) Differencialassal
00) Elemi (Bernoulli egyenl.)
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Tehat az f(x) = 2% — §332 + 2 maximuma kell

2 2
1

y

y=x3-3/2x2% +x/ 2
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1
Legyen x =t + 5 ekkor

y=t3-t/ 4

I=
I

Keressiik ¢g(t) maximumat (ha tg a g(¢) minimumhe-
lye, akkor (—tp) lesz a maximumbhely).
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Altaldban. Hay =1+ 2 (z > —1), akkor

B
(14+2)°>1+32=1+3(y—1) =3y — 2,

i
azaz y > 0 esetén
P =3y > -2(“=" z=0ey=1)

Min.: —2 lesz az y = 1 helyen.

1
Probléma: 3 — 1
| ..
Kell t° — Zt minimuma.

Yy —3y>-2  /-c(>0)

(cy)® — 3c(cy) > —2c°.

1 el 1
Legyen 3c2 = = és c J:t; c= ——.
gy A Y \/E
3
3 — 11; > —2 i és a minimumbhely: y =
1= 12 Y- 9=
1, azaz
t 1 !
—c-1=—.
V12
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Akkor a maximumbhelye g(¢)-nek:

—ty = —

1

V12

azZ X

1
2

0,2113...)

V12’

és f-nek

helyen van minimuma. (=

Megjegyzés: Minden harmadfoku fiiggvényre megy.

(Rédei)

5. Eqgy szép sorozat

+...n

1+ 2
afh) =

nn+1) 1

= — n 0. @)
n? mZ g ()
o P+22+..0° an+1)2n+1) 1
a == = N
" n’ 6n° 3
124 ...n° n(n + 1) 1
(3)_ « o e L
a,”’ = 2 — = & =
n 2 n 4
1% 4+ ...nf , 1
(k) — _ (7).
) = =g )



Megjeqyzés: y = x* alatti teriilet a [0;1] felett (in-
tegral)

Segédtétel:
k+1 k+1
n (n+1)
<1428 4. . +nFc<
k+1 k+1

Ebbél trividlisan kovetkezik (*), ugyanis n**1-nel le-
osztva

1 1 k+1 |
— < alP < <n ) —— (rendorelv)

kE+1 n kE+1
1
1

A segédtétel bizonyitdsa.

k+1
1 B k—+1
u)<ﬁ+-ﬁ) Sl

n
k+1
1 B 1
@)Of_) By kT
n n

n**1_nel szorozva
(1) (n+ 1)FTL > prtl 4 (B4 1)nk
(2) (n — )P > prtl — (k4 1)nk
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Kifejezve n*-t az (1) és (2')-bdl
(n 4+ 1)k — pktl

17 k <
(%) m k+ 1
k+1 L . 1 k+1
(277) nk > n (n )
kE+1
nk—l—l L (n L 1)k—|—1
=
kE+1
n + 1 k+1 . nk—|—1
<nf < ( ) (%)
k41
Innen véve (xx)-ot n = 1,2,...-re, mindkét

oldalon teleszképikus osszeg adodik, amibdl éppen
kapjuk, hogy
nk—l—l . (n 4+ 1)k—|—1

<1421 .. .nFc
k+1 k+1

1 mn
6. Egy érdekes és hasznos sorozat: a, = (1 + ﬁ)

0,08\"
(pl. kamatos kamat szdmitdsndl (1 + ,n ) )

0) (1 Ly’
) T f = konvergens (e; Euler, J. Bernoulli)
00) korlatos
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n—1
By
N n—1 ’

azaz valéban a,, T.
Ad 00) korlatossag hasonléan:

o (1421 L)

() < (10 D) a=

1 mn
lim (1—#5) =e. (~2,71...)

n—oo
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