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Polinom

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ T [x ]
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Irreducibilis polinom

Defińıció

Azt mondjunk, hogy a p ∈ T [x ] polinom irreducibilis, ha legalább
elsőfokú, és csak úgy bontható két polinom szorzatára, ha az egyik
tényező asszociált p-hez.

Formálisan:
∀ f , g ,∈ T [x ], : p = fg → (p ∼ f vagy p ∼ g)

Asszociált: konstansszoros 6= 0.

A fenti felbontásban a másik tényező egy konstans.
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Polinom helyetteśıtési értékei és gyökei

Defińıció

Az

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ T [x ]

polinom c ∈ T helyen vett helyetteśıtési értékén az

f (c) = anc
n + an−1c

n−1 + · · ·+ a1c + a0 ∈ T

elemet értjük.

Defińıció

Az α ∈ T elem gyöke f ∈ T [x ]-nek, ha f (α) = 0.
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Bézout tétele

Ha c ∈ T és f ∈ T [x ] esetén f (c) = 0, akkor c-t az f polinom T -beli
egyik gyökének nevezzük.

Tétel (Bézout-tétel)

Legyen T test és f ∈ T [x ] és c ∈ T . Ez esetben c akkor és csak akkor
gyöke f -nek, ha az x − c polinom osztója az f polinomnak (T[x]-ben).

Bizonýıtás

Táblán.
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Bézout tétele
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A Bézout-tétel több gyök esetére

Tétel (Bézout-tétel)

Legyen T test és f ∈ T [x ] és c1, . . . , ck ∈ T páronként különböző
elemek. Ez esetben a c1, . . . , ck akkor és csak akkor gyökei f -nek, ha a
(x − c1) . . . (x − ck) osztója az f polinomnak (T [x ]-ben).

Bizonýıtás

k szerinti teljes indukció
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Bizonýıtás

k szerinti teljes indukció
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(x − c1) . . . (x − ck) osztója az f polinomnak (T [x ]-ben).

Bizonýıtás
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A Bézout-tétel két következménye

Ha f ∈ T [x ] nem a zéruspolinom és fokszáma n, akkor f -nek legfeljebb n
különböző gyöke van T -ben.

Ha az f , g ∈ T [x ] legfeljebb n-edfokú polinomok helyetteśıtési értéke n + 1
különböző T -beli elemre megegyezik, akkor f = g .
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Az algebra alaptétele / Fundamental theorem of algebra

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden legalább elsőfokú, komplex együtthatós
polinomnak van komplex gyöke.

Bizonýıtás: KOMPLEX FÜGGVÉNYTAN
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Következmények

A komplex számtest felett egy polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha
elsőfokú.

Bármely f ∈ C nemkonstans polinom feĺırható – mégpedig a tényezők
sorrendjétől eltekintve egyértelműen –

f = a(x − c1)(x − c2) . . . (c − cn) (a, c1, . . . , cn ∈ C)

alakban, ahol a ∈ C (a 6= 0) az f polinom főegyütthatója, c1, . . . , cn ∈ C
pedig az f polinom (nem feltétlenül különböző)gyökei.
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Következmények
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Valós együtthatós polinomok

Tétel

Egy polinom akkor és csak akkor irreducibilis R[x ]-ben, ha elsőfokú,
vagy olyan másodfokú, aminek a diszkriminánsa negat́ıv (azaz nincs
valós gyöke).

Bizonýıtás

Táblán.
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1. Example

Irreducible factorization of x6 − 1 over C and R

Roots:
±1, ±1

2 ±
√
3
2 i

Irreducible factorization over C :
(x − 1) (x − (−1))·
·(x − (12 +

√
3
2 i)) (x − (12 −

√
3
2 i)) (x − (−1

2 +
√
3
2 i)) (x − (−1

2 −
√
3
2 i)).

Irreducible factorization over R (and over Q) :
(x − 1)(x + 1)(x2 − x + 1)(x2 + x + 1).
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2. Example

Irreducible factorization of x6 − 27 over C and R

Roots:
±
√

3, ±
√
3
2 ±

3
2 i

Irreducible factorization over C :
(x −

√
3) (x − (−

√
3))·

·(x − (
√
3
2 + 3

2 i)) (x − (
√
3
2 −

3
2 i)) (x − (−

√
3
2 + 3

2 i)) (x − (−
√
3
2 −

3
2 i)).

Irreducible factorization over R :
(x −

√
3)(x +

√
3)(x2 −

√
3x + 3)(x2 +

√
3x + 3).

Irreducible factorization over Q :
(x2 − 3)(x4 + 3x2 + 9).
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