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Folytonossagi pont

Legyen f: R — R valés fiiggvény. Az f folytonos xo € R-ban, ha

@ Precizen def. 1.: tetszélegesen kicsi € > 0-hoz talalhaté olyan
d >0, hogy |x — x| <6 = |f(x) — f(x0)| < e.
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@ Precizen def. 1.: tetszélegesen kicsi € > 0-hoz talalhaté olyan
d >0, hogy |x — x| <6 = |f(x) — f(x0)| < e.

o Preciz def. 2.: limy_,, f(x) = f(xo).
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Folytonossagi pont

Legyen f: R — R valés fiiggvény. Az f folytonos xo € R-ban, ha

@ Precizen def. 1.: tetszélegesen kicsi € > 0-hoz talalhaté olyan
d >0, hogy |x — x| <6 = |f(x) — f(x0)| < e.

o Preciz def. 2.: limy_,, f(x) = f(xo).

@ Szemléletesen def.: ha x elég kozel van xg-hoz, akkor a
figgvényértékek is kozel vannak.

Az x folytonossagi pontja f-nek.
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Folytonossagi pont

Legyen f: R — R valés fiiggvény. Az f folytonos xo € R-ban, ha

@ Precizen def. 1.: tetszélegesen kicsi € > 0-hoz talalhaté olyan
d >0, hogy |x — x| <6 = |f(x) — f(x0)| < e.

o Preciz def. 2.: limy_,, f(x) = f(xo).

@ Szemléletesen def.: ha x elég kozel van xg-hoz, akkor a
figgvényértékek is kozel vannak.

Az x folytonossagi pontja f-nek.

Ha adott egy A C R, akkor van-e olyan f valés fiiggvény, mely
pontosan A pontjaiban folytonos?
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Par példa 1.: A hatvanyfiiggvények

Ezek a fliggvények mindenhol folytonosak.
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Par példa 2.: A tort- és egészrészfliiggvények

E fiiggvények pontosan R\ Z-ben folytonosak.

A
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Par példa 3.

Ez a fliggvény is pontosan R \ Z-ben folytonos.

|1 ha x egész szam
fx) = {0 egyébként

N
° el ° »
- e e
=1 | 5
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Par példa 4.

1 ha x egész szam
fi(x) =< 1/2 ha x nem egész, de egy egész szam fele
0 egyébként
1 ha x egész szam
f(x) = 1/2 ha x nem egész, de egy egész szam fele
1/3 ha x nem egész, de egy egész szam harmada
0 egyébként

Az f; fliggvény pontosan azokban a pontokban folytonos, mely nem
fele egy egész szamnak.

Az f, fliggvény pedig pontosan azokban a pontokban folytonos,
mely nem fele vagy harmada egy egész szamnak.
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Par példa 4./2
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A Riemann fliggvény

Az el6z6 két fliggvény szabalyat masolva:

m o . o
1/n ha x = T és a tért nem egyszer(sithetd
hax=0
0 ha x irracionalis

Az R fliggvényt Riemann fiiggvénynek nevezziik.

Hol folytonos R?
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A Riemann fliggvény

Az el6z6 két fliggvény szabalyat masolva:
m o . o
1/n ha x = T és a tért nem egyszer(sithetd

hax=0
0 ha x irracionélis

Az R fliggvényt Riemann fiiggvénynek nevezziik.

Hol folytonos R?
Pontosan az irracionalis pontokban.
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Legyen xp racionalis szam, ekkor R(xp) > 0. De xp-hoz tetszéleges
kézel valaszthaté x irracionélis szam, melyre viszont R(x) = 0.
Tehat xo nem lehet folytonossagi pont.

Gehér Gysrgy Pal Valés fiiggvények folytonossagi helye



Legyen xp racionalis szam, ekkor R(xp) > 0. De xp-hoz tetszéleges
kézel valaszthaté x irracionélis szam, melyre viszont R(x) = 0.
Tehat xo nem lehet folytonossagi pont.

Most pedig legyen xg irracionalis, ekkor R(xp) = 0. Ha azt akarjuk,
hogy R(xg)-hoz az R(x) legalabb 1/n kozel legyen, akkor a
kovetkezét csinaljuk:

Nyilvan azok a tortek, melyek felirhaték gy, hogy a nevezs < n,
nem lehetnek tetszéleges kdzel xp-hoz.

Tehat van egy § > 0 szam, mellyel |x — xo| < 0 == x irracionalis
vagy x olyan racionalis, mely csak > n nevezével irhaté fel.

Ekkor viszont R(x) < %, azaz |R(x) — R(x0)| = R(x) < .

Tehat R pontosan az irracionalis pontokban folytonos. Q.E.D.
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Egy masik példa, mely rdadésul szigorian monoton né

Olyan fiiggvényre adunk példat, mely pontosan az irracionalis
pontokban folytonos és szigoriian monoton né.
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Egy masik példa, mely rdadésul szigorian monoton né

Olyan fiiggvényre adunk példat, mely pontosan az irracionalis
pontokban folytonos és szigoriian monoton né.

O A racionalis szamok halmazat sorbaallitjuk:
Q = {q17 q2,q3, ... } = {qn}gozl
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Egy masik példa, mely rdadésul szigorian monoton né

Olyan fiiggvényre adunk példat, mely pontosan az irracionalis
pontokban folytonos és szigoriian monoton né.

O A racionalis szamok halmazat sorbaallitjuk:

Q = {q17q27q37 .- } = {qn}gozl
(2]
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Egy masik példa, mely rdadésul szigorian monoton né

Olyan fiiggvényre adunk példat, mely pontosan az irracionalis
pontokban folytonos és szigoriian monoton né.

O A racionalis szamok halmazat sorbaallitjuk:
Q = {q17 q2,q3, ... } = {qn}zozl

° 1
f(x) = Z on

n: qgn<x

FIGYELEM! Nem lehet tetszéleges halmaz elemeit ilyen médon
sorbaéllitani! Példaul az R\ Q vagy vagy R ,tal nagy” halmazok
ehhez. De a Q sorbaallithaté.
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Egy masik példa, mely rdadésul szigorian monoton né

Olyan fiiggvényre adunk példat, mely pontosan az irracionalis
pontokban folytonos és szigoriian monoton né.

O A racionalis szamok halmazat sorbaallitjuk:
Q = {q17 q2,q3, ... } = {qn}zozl

° 1
f(x) = Z on

n: qgn<x

FIGYELEM! Nem lehet tetszéleges halmaz elemeit ilyen médon
sorbaéllitani! Példaul az R\ Q vagy vagy R ,tal nagy” halmazok
ehhez. De a Q sorbaallithaté.

FIGYELEM! Altalaban ha egy végtelen dsszeget atrendezek, nem
ugyanaz lesz az érték! Ha viszont a szamok pozitivak, akkor nincs
ezzel gond.
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A racionalis szamok sorbaallitasa

1 -1 3 =3 5 -5 7
2 2 2 2 2 2 2
1 -1 2 =2 4 -4 5
3 3 3 3 3 3 3
1 -1 3 =3 5 =5 7T
4 4 4 4 4 4 4
1 -1 2 =2 3 =3 14
5 5 5 5 5 5 5
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A racionalis szamok sorbaallitasa
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Miért nem lehet sorbaallitani a valés szamokat?

R nem sorbaéllithat6 <= R\ Q nem sorbaallithato.

Indirekten latjuk be, azaz feltessziik, hogy R sorbaallithatd.

Gehér Gysrgy Pal Valés fiiggvények folytonossagi helye



Miért nem lehet sorbaallitani a valés szamokat?

R nem sorbaéllithaté <= R\ Q nem sorbaallithatd.
Indirekten latjuk be, azaz feltessziik, hogy R sorbaallithatd.

Ekkor sorbaallithat6ak azon szamok is, melyek tizedestdrt alakja:
0,... és a tizedesvessz§ utan csak 5 vagy 6 szerepel. Ezen szamok
felirasa azonban egyértelmii, tehat két ilyen szdm pontosan akkor
egyenld, ha a feliras egyenlG.

(Ez akkor nem igaz, ha barmely jegyet megengedjiik, gondoljunk
csak az 1=0,99999. . . esetre!)
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Miért nem lehet sorbaallitani a valés szamokat?

R nem sorbaéllithaté <= R\ Q nem sorbaallithatd.
Indirekten latjuk be, azaz feltessziik, hogy R sorbaallithatd.

Ekkor sorbaallithat6ak azon szamok is, melyek tizedestdrt alakja:
0,... és a tizedesvessz§ utan csak 5 vagy 6 szerepel. Ezen szamok
felirasa azonban egyértelmii, tehat két ilyen szdm pontosan akkor
egyenld, ha a feliras egyenlG.

(Ez akkor nem igaz, ha barmely jegyet megengedjiik, gondoljunk
csak az 1=0,99999. . . esetre!)

Legyen ez a sorbadllitds: x1,xp,x3,... ésirjuk a szdmokat
egymas ala
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6 6 55 6 6 5 6 5...

x1 =0,
xo =0,

55 55 5 5 5 5 5.

56 555 5 6 5 6...

X3:Oa

5 5 6 55 5 5 5 5...

0,

X5IO,

X4 =

55 5 5 6 5 6 6 6...

5 6 555 6 5 5 5...

X6:07

5 5 6 5 5 5 5 5 5H...

x7 =0,

5 5555 6 5 5 6...

X8:07

56 6 6 6 55 5 5...

xg = 0,
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6 6 55 6 6 5 6 5...

x1 =0,
xp = 0,

x3 =0,

55 5 5 5 5 5 5 5...

5 6 55 5 5 6 5 6...

55 6 5 5 5 5 5 5...

X4:O7

5 55 5 6 5 6 6 6...

X5:07
X6:07

5 6 55 5 6 5 5 5...

55 6 55 5 5 5 5...

X7:07
xg = 0,

5 5 5 5 5 6 5 5 6...

5 6 6 6 6 55 5 5...

X9:07
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Miért nem lehet sorbaallitani a valés szamokat?

xx=0, 6 6 5 5 6 6 5 6 5
x»x=0, 5 5 5 5 5 5 5 5 5
x3=0, 5 6 55 5 5 6 5 6
x3=0, 55 6 5 5 5 5 5 5
x5=0, 55 5 5 6 5 6 6 6
=0, 5 6 5 5 5 6 5 5 5
x=0, 55 6 55 5 5 5 5
x3=0, 5 5 5 5 5 6 5 5 6
=0, 56 6 6 6 5 5 5 5
De ekkor a
%—0 ,6556566555... =

nincs felsorolva, ami ellentmondas! Tehat nem felsorolhaté a
halmaz.
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VIGYAZAT Ez 6nmagaban nem bizonyitja, hogy nincs olyan
fiiggvény, mely pont a racionalisakban folytonos! Csak annyit
mond, hogy az el6bbi példa megoldasa nem alkalmazhaté!
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VIGYAZAT Ez 6nmagaban nem bizonyitja, hogy nincs olyan
fiiggvény, mely pont a racionalisakban folytonos! Csak annyit
mond, hogy az el6bbi példa megoldasa nem alkalmazhaté!

Mégis, belathaté elemi médszerekkel, hogy nincs olyan valds
fliggvény, melynek folytonossagi pontjai pont Q elemei.
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VIGYAZAT Ez 6nmagaban nem bizonyitja, hogy nincs olyan
fiiggvény, mely pont a racionalisakban folytonos! Csak annyit
mond, hogy az el6bbi példa megoldasa nem alkalmazhaté!

Mégis, belathaté elemi médszerekkel, hogy nincs olyan valds
fliggvény, melynek folytonossagi pontjai pont Q elemei.

Altalaban a kovetkezé tétel fogalmazhaté meg:

Az A C R részhalmaz pontosan akkor lehet folytonossagi pontja
egy valds fliggvénynek, ha Gs halmaz, azaz léteznek olyan

Ui, Ua, ... nyilt halmazok, melyekkel A = N1 Uj-
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VIGYAZAT Ez 6nmagaban nem bizonyitja, hogy nincs olyan
fiiggvény, mely pont a racionalisakban folytonos! Csak annyit
mond, hogy az el6bbi példa megoldasa nem alkalmazhaté!

Mégis, belathaté elemi médszerekkel, hogy nincs olyan valds
fliggvény, melynek folytonossagi pontjai pont Q elemei.

Altalaban a kovetkezé tétel fogalmazhaté meg:

Az A C R részhalmaz pontosan akkor lehet folytonossagi pontja
egy valds fliggvénynek, ha Gs halmaz, azaz léteznek olyan

Ui, Ua, ... nyilt halmazok, melyekkel A = N1 Uj-

Belathat6 elemien is, hogy Q nem Gs-halmaz, de ennek az igazan
szép és egyszer(i bizonyitdsa Baire kategdria tétellel megy.
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VIGYAZAT Ez 6nmagaban nem bizonyitja, hogy nincs olyan
fiiggvény, mely pont a racionalisakban folytonos! Csak annyit
mond, hogy az el6bbi példa megoldasa nem alkalmazhaté!

Mégis, belathaté elemi médszerekkel, hogy nincs olyan valds
fliggvény, melynek folytonossagi pontjai pont Q elemei.

Altalaban a kovetkezé tétel fogalmazhaté meg:

Az A C R részhalmaz pontosan akkor lehet folytonossagi pontja
egy valds fliggvénynek, ha Gs halmaz, azaz léteznek olyan

Ui, Ua, ... nyilt halmazok, melyekkel A = N1 Uj-

Belathat6 elemien is, hogy Q nem Gs-halmaz, de ennek az igazan
szép és egyszer(i bizonyitdsa Baire kategdria tétellel megy.

Az érdekl6ds didkok figyelmébe ajanlom: Besenyei Adam: A
Baire-tételrsl egy KoMalL feladat kapcsan (a google keresé kidobja!)
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