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Az egész szamtan, sOt az egész tan mezején — alig van szebb és érdekesebb
—... s a legnagyobb nyitaszok (matematikusok) figyelme és eleje ta
elfoglalt targy mint a fészamok (primszédmok) oly mély homalyban rejlé
titka.

Bolyai Janos
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Bolyai Janos 1802-1860
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Definicié (primszam)

Egy n > 2 természetes szamot primszamnak neveziink, ha pontosan két
osztdja van: az l-es és onmaga.
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Definicié (primszam)
Egy n > 2 természetes szamot primszamnak neveziink, ha pontosan két
osztdja van: az l-es és onmaga.

Ekvivalens definicié: Egy természetes szam akkor és csakis akkor
primszam, ha valahanyszor osztdja egy szorzatnak, akkor valamelyik
tényezojének osztdja.
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Definicié (primszam)
Egy n > 2 természetes szamot primszamnak neveziink, ha pontosan két
osztdja van: az l-es és onmaga.

Ekvivalens definicié: Egy természetes szam akkor és csakis akkor
primszam, ha valahanyszor osztdja egy szorzatnak, akkor valamelyik
tényezojének osztdja.

A jelen el6adasban a definicidk, tételek természetes szamokra vonatkoznak.J
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A szamelmélet alaptétele

A primszdmok alapvetd fontossdgat mutatja a szamelmélet alaptétele:
Tétel. Barmely n > 2 természetes szam kifejezheté primszamok
szorzataként, mégpedig a primszamok sorrendjétél eltekintve
egyértelmiien.
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Tétel. Végtelen sok primszam létezik. J
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Tétel. Végtelen sok primszam létezik.

Bizonyitas (Pdlya Gyorgy, 1887-1985)

Tekintsuk a Fermat-szamokat! Az n-edik Fermat-szam

Fo=2"+1,

azaz Fo = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537,
Bizonyitjuk, hogy barmely két kiilonbozé Fermat-szam relativ prim.
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Pierre de Fermat
(1601-1665)
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Végtelen sok primszam létezik. Bizonyitas

Abbdl, hogy barmely két Fermat-szam relativ prim — azaz nincs kozos
primtényezdjiik — kovetkezik a tétel. Valéban végtelen sok Fermat-szam
van, (minden természetes szimhoz tartozik egy) és mindegyiknek a
tobbitél kilonbozd primtényezdi vannak.
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Tekintsiik az Fpy = 22" + 1 és az Frpx =227 +1 (k > 0)
Fermat-szdmokat. Bevezetve az a = 22" jeldlést, a kovetkezdt kapjuk:
Fmk—2 227 -1 a1

2k_1 2k_2
prm— p— p— —_— DR p— 1
= 2" 11 a+1  ° S )

Felhaszniltuk a kovetkez6 jél ismert azonossagot: x = azkhelyettesftésselz

XM 1= (x+1)(x*" x4 —1)

Az itteni gondolatmenet azt mutatja, hogy Fn|Fmik — 2 barmely k pozitiv
egész szamra. Ha p olyan primszdm, amely osztdja Fp,-nek és Fp,; k-nek,
akkor az el6z6 oszthatdsdg miatt p osztdja Fp,ix — 2-nek,
kovetkezésképpen az Fp, 1k — 2 és az Fp,, kilonbségének 2-nek is. Ez
nem teljestilhet (minden Fermat-szam pératlan). Ez az ellentmondds
bizonyitja azt, hogy barmely két kiilonboz6 Fermat-szam relativ prim.
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Gauss-tétele

Karl Friedrich Gauss.

1777-1855
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Gauss-tétele

Gauss-tétele
Tétel. Egy szabalyos n-szog akkor és csakis akkor szerkeszthets korzével
és egyélii vonalzoval, ha

n="2%pips...p,

ahol k=0, 1, 2,..., p1, p2, ..., pr kiilonb6zé Fermat-primszamok.

Jelenleg csak ot Fermat-primet ismertink:

Fo=3, F.=5, F,=17, F3=257, F4= 65537 Gauss-tétele
szerint szerkeszthetd a szabdlyos haromszog, otszog, tizenhétszog
257-sz0g, 65537-s20g. Es szerkeszthetd a szabdlyos hatszog, tizenkétszog,
tizszog, harmincnégyszog, tizenotszog, huszonegyszog, harmincotszog stb.

v
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Szabdlyos otszog szerkesztése

Szabalyos otszog szerkesztése
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Szabalyos tizenhétszog szerkesztése 1.
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Szabdlyos tizenhétszog szerkesztés 2.

A kor kozéppontja O, OPy és OB egymasra merdleges sugarai a kornek.
Az | pont az OB szakasz negyedel8pontja, azaz |Ol| = 7 - |OB|. Az E
pontot szognegyedeléssel kapjuk az OP szakaszon, tgy hogy

Z|OIE| = % - Z|OIPy|. Az OP, folytatdsdban kijeldljik az F pontot, tgy
hogy ZFIE = % - 7. Jelolje K az FPy 4tmérdjli kornek a metszéspontjdt
OB-val. Egy masik kornek, amelynek kdzéppontja E és sugara az |EK|
szakasz az OPg-val valé metszéspontjait N3-tel és Ns-tel jeloljiik. Ebbdl a
két pontbdl OB-val parhuzamosokat hizva megkapjuk Ps-at és Ps-0t azaz
a tizenhétszog harmadik és 6todik csicspontjat. ( Py a 0-adik cstics).

o
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Szabdlyos tizenhétszog
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Gauss siremlékének oldalan szabalyos tizenhétcsillag van
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Szabalyos 257

november 19



Hany Fermat-primszdm van?

Csak ot Fermat-primet ismeriink. Ezek mar szerepeltek az eléadasban:

Fo=3, F =5 F =17, F3 =257, F4=65537

Fermat azt gondolta, hogy minden Fermat-szam primszam. Euler mutatta

meg, hogy 641 osztéja Fs-nek - ezzel megcafolva Fermat-nak ezt a
sejtését.
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Leonhard Euler 1707-1783
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Véges sok Fermat-primszam van? Végtelen sok osszetett

Fermat-szam van?

Mind a két kérdés természetes. De egyikre sem tudjuk a valaszt.
Szamitdgépekkel nagyon sok Fermat-szamrdl kideritették, hogy Osszetett,
ujabb Fermat-primet nem taldltak. Elméleti dton elég konnyi megmutatni,
hogy az F, = 22" + 1 Fermat-szam primosztéi csakis — 2"k + 1, ahol k
pozitiv egész — lehetnek. Ez sokat segit az osztok felkutatasdban. Példaul:
Fes37 = 22 4 1 egy primosztéja 34 x 29538 1 1. Egy nevezetes tétel:
Pepin-tétele alapjan pedig - meglehetdsen sok szamolassal - eldonthet6 egy
Fermat-szdmrdl, hogy prim-e vagy osszetett szdm.

v
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Az internetrol, W. Keller cikkébol

Mit tudunk most a Fermat-szamokrdél azaz az F,,-ekrdl? 2005 oktéber
5.-ei helyzetjelentés.

Pimszamok: m =0, 1, 2, 3, 4

Teljes faktorizacidjat ismerjiilk a kovetkezo hét szamnak: m =5, 6, 7, 8
(kéttényezésok), 9 (3 tényezs), 10 (4 tényezds), 11 (5 tényezds)

A pimfelbontdsabdl ot tényezd ismert: m = 12* |

négy tényezd ismert: m = 13%

hdrom tényez6 ismert: m = 15%*, 25 |

két tényezd ismert: m = 16*, 18*, 19*, 27, 30, 36, 38, 52, 77, 147, 150,
284, 416 ,

csak egy tényezd ismert: m = 17%, 21%, 23* 26, 28, 29, 31, 32, 37, 39,
42, 43 és 185 szam, lgy hogy 43 < m < 2478782

*tudjuk, hogy a tarsoszt6 Osszetett szam.
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W. Keller cikkébol

Osszetett szam, de a primfelbontasarél semmit nem tudunk: m = 14, 20,
22, 24 (Itt hasznéltdk Pepin tételét!)

Nem tudjuk,hogy Osszetett vagy prim: m = 33, 34, 35, 40, 41, 44, 45, 46,
47, 49, 50, . . .

Osszegzés:

258 pimtényezét ismeriink a kiilonbozé Fermat-szdmokban, és

225 Fermat- szamrdl tudjuk, hogy osszetett szam.
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A primszamok eloszlasardl

Tétel. A szomszédos primszamok kozott akarmilyen nagy hézagok
el6fordulnak.
Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkez6 szamokat:

n+2 nl4+3 ... nl+n

Ez n — 1 egymds utdn kovetkezé szam, amelyiknek egyike sem lehet prim,
mert rendre oszthatdk 2-vel, 3-mal, ..., n-nel. A nagy hézagok mellett az
is nagyon érdekes kérdés, hogy a legkisebb hézagok milyen gyakran
fordulnak el6. A 2-es és a 3-as kozotti 1-es hézagon kiviil a 2-es hézag az
ami legkisebb lehet.
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Primszamok

Definicio.

A p, p+2 primszdmpart ikerprimszamoknak nevezziik. A legnevezetesebb
kérdés, ami ikerprimekkel kapcsolatban felvethet6 az, hogy az ikerprimek
sorozata végtelen-e. Sajnos erre a kérdésre nem sikeriilt valaszt adni.

A primszamokkal kapcsolatban sokan torekedtek olyan képlet megadasara,
amely a primszamokat megadna, avagy legaldbb sok primszamot kapndnk
egy formula révén. Nagyon érdekes, hogy mar masodfoki polinomok
kozott is van olyan, amelynek helyettesitési értékei valameddig primszamot
adnak. A legismertebb az Euler dltal felfedezett polinom az

x? + x + 41,

amelynek helyettesitési értékei x =0, 1, 2, ...,39 esetén rendre
primszamok.
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Primszamtétel

A primszamok eloszldsat illetéen a legtobbet a primszamtétel mondja.
Ebbdl egy adott pozitiv szamig a primszamok szama —jé kozelitéssel —
megtudhatd. Sziikségiink lesz a m(x) fliggvényre.
Definicié. Legyen x pozitiv valés szdm. m(x) jeldli az x-nél nem nagyobb
primszamok szamat.
Primszamtétel.
X
7T(X) ~ m

A primszamtételt ketten egymastdl fliggetleniil bizonyitottdk be 1896-ban
mély analizisbeli eszkozoket hasznalva, majd 1949-ben Erdds Pal és A.
Selberg adott a tételre elemi de kordntsem egyszer(i bizonyitast.
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Tovébbi fontos tények a primszamokrdl

Tétel. A primszamok reciprokaibdl allé sor divergens.

Csebisev-tétele. Ha n > 3, akkor legaldbb egy primszam van n és 2n — 2
kozott.

Sierpinski-tétele. Ha n > 5, akkor legalabb két prim van n és 2n kozott.
Dirichlet-tétele. Ha a, b egymdashoz relativ prim szamok, akkor az

ax+b (x=1,2 ..)

sorozatban végtelen sok primszam van.
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Marin Mersenne
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Mersenne-szamok, Mersenne-primek

Definicié. A Mersenne-szamok az M, = 2P — 1 alaki szamok (ahol p
primszam, koziiliik a primek a Mersenne-primek.

Mersenne f6 érdeme hogy szoros kapcsolatban allt koranak
matematikusaival. A 257-es primig kijelentette, hogy az egyes
primszamokra a 2P — 1 szamok koziil melyek a primek és melyek nem.
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Mersenne-szamok, tokéletes szamok

A Mersenne-szamok, Mersenne-primek jelentdségét a tokéletes szamok
adjak meg.

A tokéletes szamok problémajat a "régi gorogok” vetették fel, az egész
kérdéskor tolilk szarmazik. A probléma érdekességét éppen az adja meg,
hogy tobb mint 2000 éves és szamos vonatkozdsban ma is megoldatlan.
A pythagoraszi iskola képvisel6i mindent a szamokbdl prébaltak
megmagyarazni. Egy pozitiv egész szam onmaganal kisebb osztdéit a szam
részeinek tekintették és kiilonos jelentoséget tulajdonitottak azoknak a
szamoknak amelyek " részeikbdl visszanyerhetok” azaz "részeiknek
osszege' éppen az adott szZdmmal egyenl6. Ezek a harmdnia megtestesitoi
vagyis a "tokéletes szamok”. A legkisebb tokéletes szdam a 6 hiszen
6=1+42+3. Tovabbi harom tokéletes szdmot is ismertek "régi gorogok” a
28-at, a 496-ot, és a 8128-at.
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Mersenne-szamok, tokéletes szamok

Paros tokéletes szamok

Definicié. Egy n természetes szamot tokéletes szamnak neveziink, ha
osztéinak osszege egyenlo a szam kétszeresével.

A "régi gorogok” tuddsat a tokéletes szamokrdl Euklidesz foglalta 0ssze az
Elemek IX. kdnyvében (a konyv i. e. 300 koriil irédott). A konyv 36.
Tételét idézem (Mayer Gyula forditdsdban). Ha az egységtél kezdve
kétszeres aranyban képeziink egy mértani sorozatot, amig a sorosszeg prim
nem lesz, és az o0sszeggel megszorozzuk, az utolsé tagot, akkor a szorzat
tokéletes szam lesz. Ebben az &ll, hogy ha 1 +2+2%2 4 ... 427
primszam, akkor megszorozva 2"-nel tokéletes szdmot kapunk. Euklidesz
(egyébként teljes mértékben igaz) 4llitdsandl lényegesen tobbet bizonyitott
be 2000 évvel késébb Leonhard Euler.

v
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Euler-tétele

Tétel. Egy paros szam akkor és csakis akkor tokéletes szam, ha
2P=1(2P — 1) alakd, ahol 2P — 1 Mersenne-prim.

Euler-tétele a paros tokéletes szamok kérdését a Mersenne-primek
keresésére vezeti vissza. Konnyen kiszamolhatd, hogy

2P —1 p=2,3,5,7 esetén primszam. A meglepetés akkor éri az embert,
amikor észreveszi, hogy 21* — 1 = 23 - 89, vagyis nem prim.
Tovabbhaladva, az allapithaté meg, hogy rendkivili médon "ritkulnak” a
primek a Mersenne-szamok kozt.
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Euler nemcsak a fenti alapvetd tételt taldlta, hanem az 6 nevéhez fiiz6dik
a nyolcadik Mersenne-prim megtaldldsa is. (El6tte a kozépkorban hdrom
Mersenne-primet taldltak).

Euleren kiviil a Mersenne-primek, a tokéletes szamok elméletében a
legjelentdsebbet Edouard Lucas 19. szdzadi, majd D. H. Lehmer 20.
szdzadi matematikus alkotta. Bebizonyitottak ugyanis a kovetkezot:

Tétel. Tekintsiik a kovetkez8 sorozatot: rp = 4, rpy1 = r2, —2. Az
My = 2P — 1 Mersenne szam akkor és csakis akkor prim ha M), osztdja
rp—1-nek.

Ma is ezt a tételt haszndljdk Mersenne-primek keresésére. Az eljarast
Lucas—Lehmer-tesztnek, vagy csak Lucas-tesztnek nevezik.
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A legnagyobb ismert primszamok

Jelenleg, 42 Mersenne-primet ismeriink. 2005 februdrjaban jelentették be a
42-edik prim megtaldldsat. Ez a szam:

725064951 _ 1

A szamjegyeinek szdma 7816230. A 41-edik és a 40-edik Mersenne-prim a

kovetkezo:
24036583 _ 1, 920996011 _ 1

Az els6t 2004-ben, a masodikat 2003-ban taldltak.
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GIMPS

1996-ban jott Iétre Amerikaban a Great Internet Mersenne Prim Search. A
GIMPS ingyenesen bocsat programot és megadja a vizsgalandé szdmot
(szdmokat) azok rendelkezésére akik részt akarnak venni a Mersenne
primek keresésében. A részvételhez elegendo dtlagos szinvonali személyi
szamitégéppel rendelkezni. A vilag legkiilonbozébb részein keresik a
kijelolt Mersenne-szdmok esetleges osztdit. Ha a program lefut (egy
Mersenne-szam esetében kb. 40-50 nap alatt) és azt jelzi, hogy van
remény arra, hogy az adott szam prim legyen, akkor néhany
szuperszamitdégépen a Lucas-Lehmer-tesztet lefuttatjak. Tobb gépen
dolgoznak, hogy kelloképpen ellendrizzék egymds munkajat is.
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sorszam p M, jegyei évszdm a felfedezd
5 13 4 1456 anonymous
6 17 6 1588 Cataldi

7 19 6 1588 Cataldi

8 31 10 1772 Euler

9 61 19 1883 Pervushin
10 89 27 1911 Powers

11 107 33 1914 Powers

12 127 39 1876 Lucas

13 521 157 1952 Robinson
14 607 183 1952 Robinson
15 1279 386 1952 Robinson
16 2203 664 1952 Robinson
17 2281 687 1952 Robinson
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sorszam p M, jegyei évszam a felfedezd

18 3217 969 1957 Riesel

19 4253 1281 1961 Hurwitz

20 4423 1332 1961 Hurwitz

21 9689 2917 1963 Gillies

22 9941 2903 1963  Gillies

23 11213 3376 1963 Gillies

24 19937 6002 1971 Tuckerman

25 21701 6533 1978 Noll, Nickel

26 23209 6987 1979 Noll

27 44497 13395 1979 Nelson, Slowinski
28 86243 25962 1982  Slowinski

29 110503 33265 1988 Colquitt, Welsh
30 132049 39751 1983  Slowinski
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sorszam p
31 216091
32 756839
33 859433
34 1257787
35 1398269
36 2976221
37 3021377
38 6972593
39 13466917
40 20996011
41 24036583
42 25964951

**\Woltman, Kurowski

M, jegyei
65050
227832
258716
378632
420921
895932
909526
2098960
4053946
6320430
7235733
7816230

évszam
1985
1992
1994
1996
1996
1997
1998
1999
2001
2003
2004
2005

a felfedezo
Slowinski
Slowinski, Gage
Slowinski, Gage
Slowinski, Gage
Armengaud, Woltman
Spence, Woltman,
Clarkson**
Hajratwala**
Cameron **
Shafer **
Findley**
Nowak**
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Az ot legnagyobb ismert primszam éppen az ot legnagyobb

Mersenne-primszam

Erdemes megvizsgalni, hogy egy-egy idészakban a legnagyobb ismert prim
és a legnagyobb ismert Mersenne-prim milyen viszonyban all egymassal.
1876-t4l kezdve egy rendkiviil rovid (1951-52-ben egy kb. egy éves)
idGintervallumot leszdmitva a ketté azonos volt. Ma a viszonylag nagy
primszamok a "titkosirds”-hoz, azaz a titkos tizenetkiildéshez sziikségesek.
Szamos mdédszert (tesztet) dolgoztak ki, amelynek célja viszonylag nagy
primszamok keresése, pontosabban egy pozitiv egész szamrdl eldonteni,
hogy prim-e, vagy sem. Ezek a tesztek azonban nem vehetik fel a versenyt
a Lucas-teszttel, hiszen az rendkiviil egyszerii (amely természetesen csak a
Mersenne-szamokra haszndlhatd), amelynél egyszeriibb,
szamitastechnikailag konnyebben kivitelezhetd tesztet elképzelni sem
nagyon lehet. A Lucas-teszt egyszeriisége hozza magaval azt, hogy
varhatdan a jovében is a legnagyobb ismert primek a Mersenne-primek
lesznek.

v
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Paratlan tokéletes szamok

A paratlan tokéletes szamokkal kapcsolatban az a legfontosabb, hogy még
egyetlen pdratlan tokéletes szamot sem taldltak. Minden matematikus, aki
valamennyire is foglalkozott a problémaval, azt sejti, hogy nincs pératlan
tokéletes szam. Eulert nemcsak a paros, hanem a paratlan tokéletes
szamok problémaja is érdekelte. O bizonyitotta be a kdvetkezét:

Tétel. Amennyiben létezik paratlan tokéletes szam, az
n=p“m

alaku lehet csak. A p és az a olyan természetes szamok, amelyek 4-gyel
osztva 1 maradékot adnak; tovabbd m egész szam
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