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Bevezetés

A valészinlségszamitas

»A valésziniségszamitas a matematika egyik aga. Eredeti
motivacibjat a véletlen (mas széval indeterminisztikus)
témegjelenségek, roviden kisérletek vizsgalata adta. Ezek a
kisérletek tetszdlegesen sokszor ismétlédhetnek (ettdl
tdmegjelenségek), minden megismétlddésiik toébbféle
kimenetellel jarhat, ugyanakkor nem tudjuk pontosan elére
megmondani, hogy melyik ismétlédés alkalmaval melyik
kimenetel kdvetkezik be (ettdl indeterminisztikusak). Kisérlet
példaul egy pénzérme feldobasa: elvileg akarhanyszor
feldobhatjuk, de altalaban nem tudjuk hatarozottan megjésolni,
melyik oldaléra esik.” — Wikipédia
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Ermedobés

Tovabbi kérdések

Szabalyos érmét dobalunk — (X1, Xz,
ahol Xj = +1vagy Xj=-1,i=1,2,..

...) végtelen sorozat,
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

Ermedobés

Szabdlyos érmét dobalunk — (X, X, .. .) végtelen sorozat,
ahol X; = +1vagy X;=—-1,i=1,2,....
Minden egyes dobasnal annak a valészinlisége, hogy +1-et

kapunk az 1/2, és annak valészinlisége, hogy —1-et kapunk
1/2.
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Bevezetés

Rekurrencia

Jelblés

Tovabbi kérdések

,=annak a valésziniisége, hogy valami bekdvetkezik” = P( valami ).
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Bevezetés

Rekurrencia

Jelblés

Tovabbi kérdések

,=annak a valésziniisége, hogy valami bekdvetkezik” = P( valami ).

,=annak a valészinlisége, hogy az elsd dobas +1” =

PO =1)=]

2

Bolyongéasokrol

(=] = = QA
:
e




Bevezetés
:

Rekurrencia

Ermedobés

Tovabbi kérdések

Szabdlyos érmét dobalunk — (X1, X, ...) végtelen sorozat,
ahol X; = +1vagy Xj=—-1,i=1,2,...,
PX=+1)=PX=-1)=1/2.
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

Ermedobés

Szabdlyos érmét dobalunk — (Xj, X, ...) végtelen sorozat,
ahol X =+1vagy X;=—-1,i=1,2,...,
PX=41)=P(X=-1)=1/2.

Részletdsszeg-sorozat: Sy =0, S; = Xi, So = X1 + Xo, ..,
Sh=Xi+...+Xp,...
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

Ermedobés

Szabdlyos érmét dobalunk — (Xj, X, ...) végtelen sorozat,
ahol X =+1vagy X;=—-1,i=1,2,...,
PX=41)=P(X=-1)=1/2.

Részletdsszeg-sorozat: Sy =0, S; = Xi, So = X1 + Xo, ..,
Sh=Xi+...+Xp,...

egyszer( szimmetrikus bolyongas az egyenesen
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: :
Bolyongésokrdl

00




Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:
:
Bemelegités
Shn=Xi+...+ X,
1 1
s 0 % 0
a1 -1

n
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
Bemelegités
Shn=Xi+...+ X,
S1 lehetséges értékei

n
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Bevezetés

Rekurrencia

Bemelegités

Tovabbi kérdések

Shn=Xi+...+ X,

S1 lehetséges értékei: —1,+1.
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n
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Bevezetés

Rekurrencia

Bemelegités

Tovabbi kérdések

Sn:X1+.,‘+Xn

Sy lehetséges értékei: —1,+1. P(S; = —1) =

-1t

-1

n
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Bemelegités

Tovabbi kérdések

Sh=Xi+...+ X,

Si lehetséges értékei: —1,+1. P(S; = —1)
P(S;=1)=3.
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Bemelegités

Tovabbi kérdések

Sh=Xi+...+ X,

Si lehetséges értékei: —1,+1. P(S; = —1)
P(S;=1)=3.
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Bevezetés

Rekurrencia Tovabbi kérdések
:
:
S, lehetséges értékei:
2 2 2 2
1 1 1 1
&% 0 % 0 s 0 % 0
-1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
n n n n
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Bevezetés

Rekurrencia Tovabbi kérdések
:
:
S, lehetséges értékei: —2,0, 2.
2 2 2 2
1 1 1 1
s 0 % 0 K0 % 0
-1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
n n n n
o = = = = 9ae
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Bevezetés

Rekurrencia Tovabbi kérdések
S, lehetséges értékei: —2,0,2. P(S, = —2) =

2 2 2 2
1 1 1 1
o0 % 0 s 0 % 0
-1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
n n n n
o = = = = 9ae
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Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések
S, lehetséges értékei: —2,0,2

 P(S;=-2)=1,

2 2 2 2
1 1 1 1
s 0 % 0 s 0 % 0
1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
n n n n
=} = = = = 9DaA¢
: :
Bolyongéasokrol
e




Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések
So lehetséges értékei: —2,0,2. P(S; = —2)
P(S; =0)

_1
=
=3,
2 2 2 2
1 1 1 1
o0 % 0 s 0 % 0
-1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
n n n n
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Bevezetés

Rekurrencia Tovabbi kérdések
:
Sp Iehetséges értékei: —2,0,2. P(S; = —2) = 1,
1
P(S; =0) =] 5, P(S2 =2) = ;.
2 2 2 2
s 0 % 0 s 0 % 0
-1 -1 -1 -1
-2 -2 -2 -2
1 2 1 2 1 2 1 2
= & = = E DA
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Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

S3 lehetséges értékei: —3,

-1,1,3.

S ¥ 0 “
1 3
2
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések

S; lehetséges értékei: —3,—1,1,3. P(S3 = —3) = §,
P(S3=-1)=3,P(Ss=1)=3 P(S3=8) = }.
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések

S; lehetséges értékei: —3,—1,1,3. P(S3 = —3) = §,
P(S3=-1)=3,P(Ss=1)=3 P(S3=8) = }.
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Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

Sh lehetséges értékei: —n,—n+2,...,n—2,n
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

Sh lehetséges értékei: —n,—n+2,...,n—2 n.

Ha k db —1-es van, akkor n — k db +1-es, és igy
Sh=—-k+(n—k)=n—-2k, k=0,1,...,n. Tehat
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

Sh lehetséges értékei: —n,—n+2,...,n—2 n.

Ha k db —1-es van, akkor n — k db +1-es, és igy

Sh=—-k+(n—k)=n—-2k, k=0,1,...,n. Tehat
P(Sh=n—-2k) =

_|n-hosszu +1-bdl allé sorozatok, melyben k db —1 van|
= on
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

Sh lehetséges értékei: —n,—n+2,...,n—2 n.
Ha k db —1-es van, akkor n — k db +1-es, és igy

Sh=—-k+(n—k)=n—-2k, k=0,1,...,n. Tehat
P(Sh=n—-2k) =

|n-hosszl +1-bdl &llé sorozatok, melyben k db —1 van|
()
2/7
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

Szimulacié, n = 100

o = = Qe
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
Szimulacié, n = 10000
| A\

LA
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Bevezetés

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).
st 1
22

P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl az 1-be).

Bolyongéasokrol

=} F = = £ DA
I
00




Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

sl 1
2

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).
2

P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl az 1-be).

P(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be) =
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u=_+

N —
N —

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl az 1-be).

P(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be) =

= P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl a 0-ba) x

x P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be)
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u=_+

N —
N —

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl az 1-be).

P(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be) =

= P(a bolyongé részecske eljut a —1-bdl a 0-ba) x

x P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be)
=u-u= >
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Bevezetés

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).
1 1 f . . ”
u= > + EP(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be)
_ 1 1 2
=5 Tl
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

u= % + EP(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be)
115
= § + §U .
Atrendezve

W¥-2u+1=0
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

u= % + EP(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be)
115
= § + §U .
Atrendezve

v —-2u+1=0
(U=172=0
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

u= % + EP(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be)
115
= § + §U .
Atrendezve

W¥-2u+1=0

(u—1)2=0.
u=1
=} = = E E DA
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Tehat P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl
Bolyongésokrdl

Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Visszatérés 0-ba

Tovabbi kérdések

u = P(a bolyongd6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be).

u= % + §P(a bolyong6 részecske eljut a —1-bdl az 1-be)
1 1,
= § + EU .
Atrendezve

w—-2u+1=0
(u—1)2=0.

u=1

az 1-be)

=1
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Bevezetés
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-b6l az 1-be) = 1

Bolyongéasokrol
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-b6l az 1-be) = 1

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a 2-be) =
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések

P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) = 1

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a 2-be) =
= P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) x

x P(a bolyong6 részecske eljut a 1-bdl a 2-be) =
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések

P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) = 1
P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a 2-be) =

=1.

= P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) x
x P(a bolyong6 részecske eljut a 1-bdl a 2-be) =

Bolyongésokrdl
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Bevezetés
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések

P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) = 1

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a 2-be) =

=1.

= P(a bolyongé részecske eljut a 0-bol az 1-be) x
x P(a bolyong6 részecske eljut a 1-bdl a 2-be) =

Ugyanigy

P(a bolyongé részecske eljut a 0-bdl a k-ba) = 1

Bolyongésokrdl
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Bevezetés
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések
€s persze

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-b6l a —1-be) =1,
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

és még hova jut el?

Tovabbi kérdések
€s persze

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-b6l a —1-be) =1,
és ezért

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a —k-ba) = 1.

Bolyongéasokrol
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Bevezetés
:

Rekurrencia

és még hova jut el?
€s persze

Tovabbi kérdések

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-b6l a —1-be) =1,
és ezért

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl a —k-ba) = 1.
Végul

P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bél a 0-ba) >

x P(a bolyongd részecske eljut a 1-bdl a 0-ba) =
=1.

> P(a bolyong6 részecske eljut a 0-bdl az 1-be) x
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

A szimmetrikus bolyongas egy dimenzidban rekurrens

Tétel (Polya Gydrgy, 1921)

Az egyszerl szimmetrikus bolyongas az egyenesen egy
valészinlséggel visszatér az origoba.
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

A szimmetrikus bolyongas egy dimenzidban rekurrens

Tétel (Pélya Gyorgy, 1921)
Az egyszerl szimmetrikus bolyongas az egyenesen egy
valészinlséggel visszatér az origoba.
Ha egyszer visszatér, akkor végtelen sokszor is visszatér.
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

Bolyongas magasabb dimenzidban

Bolyongas a sikon: minden irdnyba 1/4 valészinliséggel Iép a
bolyongé részecske.

Bolyongés a térben: minden irdnyba 1/6 valoszinlséggel I1ép a
bolyongé részecske.
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Bevezetés

Rekurrencia Tovabbi kérdések
.
.
n = 1000
5 : : : : :
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o« - = = 9ac
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n = 100000

1

1
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-150
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Bevezetés
:
:

Rekurrencia

A szimmetrikus bolyongéas

Tovabbi kérdések

Tétel (Polya Gyorgy, 1921)

Az egyszeril szimmetrikus bolyongas egy és két dimenzioban
egy valdészinliséggel visszatér az origoba. Harom dimenziéban
a visszatérés valdszinlisége kisebb egynél, kb. 0,35.

Bolyongésokrdl
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

A szimmetrikus bolyongas

Tétel (Pdlya Gyoérgy, 1921)
Az egyszeril szimmetrikus bolyongas egy és két dimenzioban

egy valdészinliséggel visszatér az origoba. Harom dimenziéban
a visszatérés valdszinlisége kisebb egynél, kb. 0,35.

Az egyszerili szimmetrikus bolyongas az egyenesen és sikon

egy valoszinliséggel minden egész koordinat4ju pontot
végtelen sokszor meglatogat.
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

A szimmetrikus bolyongas

Tétel (Pdlya Gyoérgy, 1921)
Az egyszeril szimmetrikus bolyongas egy és két dimenzioban

egy valdészinliséggel visszatér az origoba. Harom dimenziéban
a visszatérés valdszinlisége kisebb egynél, kb. 0,35.

Az egyszerili szimmetrikus bolyongas az egyenesen és sikon

egy valoszinliséggel minden egész koordinat4ju pontot
végtelen sokszor meglatogat. = minden Ut Romaba vezet
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:
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

1. Mekkora lesz S, ha n nagy?
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

1. Mekkora lesz S, ha n nagy?

0.2
I

ry
Bolyongéasokrol
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Bolyongéasokrol

Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

1. Mekkora lesz S, ha n nagy?

P(S10000 < 50 - x) = ®(x)




Bolyongéasokrol

Bevezetés

Rekurrencia

Tovabbi kérdések

1. Mekkora lesz S, ha n nagy?

P(S10000 < 50 - x) = ®(x)




Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések

1. Mekkora lesz S, ha n nagy?

X 2
P(S10000 < 50 - x) = ®(x) = L/ e zdy, xcR.

GN4480100s8

~
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Bevezetés
:

Rekurrencia

Tovabbi kérdések
1. Mekkora lesz S, ha n nagy?
Centrélis hatareloszlas-tétel:

P<Sn§%\/r_7-x) ~d(x), xeR
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2. Mekkora lesz (Sk);_4 legnagyobb értéke n-ig, ha n
nagy?

M, = max{0, Sy, Sz, ..., Sn}.
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Rekurrencia

2. Mekkora lesz (Sk);_4 legnagyobb értéke n-ig, ha n
nagy?

M, = max{O, S1, So,

SRS
P(Mipooo <50 - x) ~2®(x)—1, x>0
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3. Mikor éri el eloszér a bolyongas r-et?

i

2 o0
P(r-et tr? id6 elétt éri el) ~ 2[1 — &(1/v/D)] = /2 / e Edy.
T 1/\/}
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3. Mikor éri el eloszér a bolyongas r-et?

i

2 o0
P(r-et tr? id6 elétt éri el) ~ 2[1 — &(1/v/D)] = /2 / e Edy.
T 1/\/}
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3. Mikor éri el eloszér a bolyongas r-et?

10 20
:
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4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?

Tn_:_7.|{k;sk20,k=1,2,..-,n}!
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4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?
T,,=,1—7-|{k:8k20,k:1,2,...,n}]
P{

2 .
T10000 < X} ~ ; arcsin \/}
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4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?
T,,=,1—7-|{k:8k20,k:1,2,...,n}]
P{

2 .
T10000 < X} ~ . arcsin v/'x
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4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?
T,,=,1—7-|{k:8k20,k:1,2,...,n}]
P{

2 .
Ti0000 < X} = —arcsin NG
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4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?

Annak a valészinlisége, hogy 20 dobas soran a bolyongé
részecske végig a pozitiv oldalon van 0,352.
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Bevezetés Rekurrencia Tovabbi kérdések
:

4. Hanyszor lesz Sk > 0 az nidoépontig, ha n nagy?

Annak a valészinlisége, hogy 20 dobas soran a bolyongo
részecske végig a pozitiv oldalon van 0,352.
Nagy n esetén, a bolyongé részecske 5 esetbdl 1-szer az id6

97,6 %-at a pozitiv oldalon t6lti. 10 esetbdl 1-szer 99,4 %-at
ugyanazon az oldalon télti.
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