Tobbvaltozos fliggvények
Feladatok

2010. szeptember 30.

Hatarozzuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét, illetve torlodési pont-
jait!

1. (=t )

2. (Vn+1- \/ﬁ,g—j,""jgﬁl)

3. (sin(n7/2), 97

7 nl

Hatarozzuk meg és dbrézoljuk az alabbi tobbvaltozos fiiggvények értelmezési
tartomanyéat!

4. f(x,y) =vV1—a22+/y2 -1
5. f(x,y) :\/ﬁ

6. f(z,y) = /sty

7. f(z,y,2) = In(zyz)
8. fla,y) = V(22 + 9 — D)4 — 22— y?)

1

9. f(z,y) = T + arcsin(z) — arcsin(y)

10. f(w,y) = /575

11. f(z,y) = arcsin 5

12. f(z,y) = /1 — |z| = |y]

13. f(z,y) = arcsin(2y(1 + z?) — 1)



14. f(z,y) = arcsin(y — | — 1| — [z + 1|) + /(1 — 2)2 — (y — 2)?

15. f(z,y) =22 —4(x+y)+7— /22 —do+y2+3

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkész-
letét és szintvonalait!

16. f(z,y) = 22+ 42

17. f(z,y) = /y

18. f(z,y) = |z[+y

19. f(z,y) = min(z2, y)

20. f(x,y) =y —a?

21. f(x,y) = /22 — 12

22. f(x,y) = /lz] — |y]

23. f(z,y) =3+ /16 — 2% + 4z — ¢ + 8y

24. f = \/—1+ 222 + 442

(z,y)
(z,y)
25. f(w,y) =In\/1—z +y]
(z,y)
(z,y)

26. f = /Inctg(x? + y?2)
27. f

Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

28. i zy
(o) m(0,0) VAVHI

29.  lim S
(zy)—(02) 7

30. lim oG
(@y)—(0,1) ©

1
3. lim (14 a? + y?)snG@ )
(xvy)H(070)< v



. 1 .
32 (m’yl)EI%O7O) <x2+y2 - tan(rQ—i-y?))

33. lim y? sin(z)+22 sin(y)
(.y)—(0,0) Y

(E2
34, lim (1 n l) =+
(2.) ~(00,0) v

35. lim (x4 y)sin+sint
(x,y>~(0,0)( y)sing Y

36. i sin(2+%)
(wg)m(00) T

2 2
(w,y)—(0,1) T Ty 2y +l

38. lim (22 4 12)*"Y
(x,y)ﬁ(oﬂo)( v)

39. lim (22 + y?)e”@HY)

(2,y)—(00,00)

40, lim = ity
(2,y)—(00,00) T2 @Y FY?

. ey
41. lim prem——y

(2,y)—(00,00)

Szamitsuk ki a lim ( lim f(z, y)) és lim (hm f(z, y)) iteralt hatarértékeket

z—a \ y—b y—b \z—a

az alabbi esetekben:
42, fley) =22 (a,b) = (0.0)

43. f(z,y) = %5 (a,b) = (00, 00)

2 +y4

4. f(x,y) = xiytan ey (a,0) = (0,00)

Igazoljuk, hogy az alabbi hatarértékek nem léteznek; léteznek-e az is-
mételt hatarértékek ? Ha igen, szamitsuk ki!

45. 1 oy’
(e)a(0,0) P HYT

46.  lim oDl
(z,y)—(0,0) Tty



47.

48.

49.

50.

ol.

. 2_
lim % +y2
(z,y)—(0,0) TV

lim
(z,y)—(00,0+)

lim
(2,y)—(00,00)

2

1, haaxy #0, .
T,y) = lim x,
f(@y) {0, ha xy =0. (z.4)—(0,0) f@:9)

1, ha0<y<a? z€R, ,
x,y) = lim x,
f(@y) {0, egyébként. (z,y)—(0,0) f@,9)
zY
1+xY
x2+y2
I+ (z—y)*

Hol folytonosak az alabbi fiiggvények ? Abrazoljuk a szakadasi helyeket :

52. fla,y) =/t —+

33.

o4.

95.

96.

2y haa+y?#£0
f(%y) = x24y?? ) yQ 7é )
0, ha 2% +y? =
x?—yt 4 4
oty 40,
f('rv y) = attyt 4 y4 7&
07 T +’y =
Lyl <a?
x) — x*? )
f(x,y) D st
2], Jyl < 2], 0< 2] <1,
f($7y) = 1, ‘y' 2 ’m" 0< ‘l" S 1’
0’ €Tr = 0



o7.

S Ty #O,
f(z,y) = m; r+y=0,
0, r=1y=0.
58.
zy BT 2242 40
flay) = 400 |
0, 4+ y*=0.
59.
Z,4_ 4 4 4
fz,y) = g O Y £
0, at+y' =0
60.
1—4/1—22—y2
e
07 ($7y) - 07 )
61.
2,3
5 0,0
fa,y) = | e (@97 (00)
07 (l’,y) - (Oa )
62.

—COS{/C3 3
{% (,9) # (0,0),
= (0,0).

Hol differencidlhatok parcidlisan x, illetve y szerint az alabbi fliggvények ?
Szamitsuk is ki a derivaltakat!

63. f(z,y) =zt +y*

64. f(2.9) = e

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények z és y szerinti parcidlis derivaltjainak
az adott helyeken felvett értékét!



65. f(z,y) =tan %, (1,2)

66. f(x,y) = arccos(z +y), (0,3)
67. f(z,y) = v, (1,1)

68. f(z,y) = log,(y), (2.3)

69. f(z,y) = (sinz)*=v, (3,0)
70. f(z,y) = arctan £, (2,3)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények = és y szerinti parcialis derivalt
fiiggvényeit !

L f(z,y) =4

72. f(z,y) = In(z + /)

73 f(x,y) = 5L

74 f(z,y) = loggn,(cosy)
75. f(z,y) -

= arcsin ot
Allitsuk el6 a kovetkezd fiiggvények elsé és masodrendi parcialis derivalt-
jait!
76. f(x,y) = 2 +yt — 42%y?
7 flry) =y +
_ cos(z?)
79. f(z,y) = (v + ysinx)*
80. f(z,y,2) = (a2 +3° +2)°
81. f(z,y,2) = sin®(2x + 3y + 2)

Szamitsuk ki az adott fiiggvények kijel6lt magasabbrendd derivalt fiigg-
vényeit !



"

82. f(x,y) = x3sin(y) + v sin(z), Jay2

8&3. f(x,y) - i_ir:lyj, f:;/y

84. flay) = (2 + 92", £,
A z = f(x,y) felilletet az (xq, yo) helyhez tartozo pontjaban metssziik el

az (z,z), illetve az (y, z) sikokkal parhuzamos sikokkal. Hatérozzuk meg a
feliiletbdl kimetszett gorbék érintGinek meredekségét, ha

85. f(x,y) = —v/4—a%2—y2 (z0,%) = (1/2,1)

86. f(x,y) =2y, (xo,y0) = (1,2)

Hol derivalhatok totalisan az alabbi fiiggvények? Irjuk fel a fiiggvények
totalis differencialjat az adott pontban, valamint altalanos (x,y) pontban is!

88. f

89. f

(z,y)
(z,y)
(z,y)
90. f(z,y) =y sin(x) + = sin(y), (7,3)
9L f(z,y)
(z,y)

92. f

94.




95.

=X 3 ha xZ, ,0),
f(a:,y):{\/m (z,y) # (0,0)
0’ ha (xay) = (0,0)

96. f(x,y) = Jx?+y?

Hol differencidlhatok parcialisan, illetve totalisan az alabbi fiiggvények?

97.

sin(zy)
fy) = {\/W’ ha (z,y) # (0,0),
0, ha (z,y) = (0,0)

Hatarozzuk meg az alabbi feliiletek érintésikjainak egyenletét az adott
pontban!

100. z = 2% +4?, P(1,2,5)
101. z =arctan ¥, P(1,1,%)

102. 22 4 2 + 22 = 169, P(3,4,12)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények helyi szélsGértékeit :

103. f(z,y) =2 +ay+y?* +3x -3y +4

104. f(x,y) = 2% + 32y + 3y?> — 62 + 3y — 6

106. f(x,y

(z,y)
(z,y)

105. f(z,y) = 2zy — 52 — 2y* + 4o + 4y — 4
(z,y) = 22y — 5x? — 2> + 4o — 4
(z,y)

107. f(z,y) =2*+ay+3x+2y+5



108.
109.
110.
111.
112.
113.

114.

115.

116.
117.

118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.

127.

128.

129.

130.

131.

flr,y) =9y> +ay — 20 — 2y + 2
flz,y) =23+ 3zy +y°

[z, y) =92% 4+ % /3 — day

flx,y) = 82% + 1> + 6y

flay) =day —a* =y

f@,y) = e

fly) =3 +ay+

f(z,y) = ysin(z)

f(x,y) = ** cos(y)

flay) =1+, +o+y, 2,y>0
flz,y) = (22 + 1)2 + (y+ 1)3 — 12y + 42
flz,y) = (z+y)exp (-2 —y)
fla,y) = x(@* +y - 1)

flxy) =y* +22%y + 2

flay) =2+ (y - 1)°

flay) =a?+y°
flay)=a®—ay+y* =2z +y
flz,y) =29 + 2%y + 5y* + 22 + 1
flz,y) =exp ( — 2% —Ty? +3)

flay) =1- /a2 +¢?

flz,y) = (5= 2z +y)exp (2> — y)
floy) =ay+2+2, (2>0,y>0)
f(z,y) = (82 — 62y + 3y?) exp (2z + 3y)

flz,y) =2+ 2y +y*> —4In(x) — 101In(y)



132.
133.
134. f
135. f

136. f

137. f

f(z,y) = sin(x) —sin(y) + cos(z —y), (0 <z <7/2,0 <y < 7/2)

(
(
flz,y,2) =223z — 2> —y* — 2
i
flr,y,2) =2+ y* + 22 + 20 + 4y — 62
I

)

r,y,2) =2y’ (a— 2 —2y —32) (a>0)
)
)

Ty, 2 —x+4z+ +— (r,y,z > 0)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények feltételes szélsGértékeit :

138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.

145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.

152.

flz,y) =z +v, P 4+y?=1
fly)=r—y, 2"—y*=1

fley) =2y, z+y=1

f(x,y) = cos?(x) + cos®(y), r+y=m/4
fley)=2-3y, 2"+y*=1
flay) =22 +y*, 2t +y'=2

Egy vallalat dobozokat gyart hdrom telephelyén, évente x, y és z darabot.
Ebbdl évente R(x,y, z) = 8zyz*—200000(z+y+2) bevétele van. A val-
lalatnak évente pontosan 100000 darabot kell elgallitania. Hogyan ossza
el a termelést a telephelyek kozt, hogy a bevétel maximalis legyen ?

flz,y) =2 =22y + 2y, 2 +y° =1
flxy)=zy—y?,  2*+y°=1
f(z,y) = cos (z? — y?), 224yt =1

2 2

fley) =5re  o+y=1

flzy)=y*+2z,  22+y*=1

flay) =2y,  2*+y’*=1
fay)=a+y, S+p=m (@>0)
fle,y)=t+1 H4+h=% (a>0)



153.
154.
155.
156.
157.
158.

159.

flx,y) = 4z — v, 22—y =15

f(z,y) = cos?(x) + cos®(y), r—y=mn/4

flay)=s+¢  2?+y’=1

flx,y,z) =2 — 2y + 2z, 224+t +22=1

flx,y, 2) = 2y?23, r+2y+3z=a(a>0), zy,2>0
flay,2) =2+ +2% G445 =1 (a>b>c>0)
flz,y)=zy, (z+y)/2=a, z,y>0

Hatarozzuk meg az alédbbi fliggvényeknek az adott K kompakt halmazon
felvett minimumat és maximumat:

160.
161.

162.

163.
164.
165.
166.

167.

168.

f(z,y) =2 —2y -3, K:0<z<1,0<y<1,0<z+y<l1

fla,y) =2° +y* —ay + 30 — 3y,
K:y=0,2 =0 ¢és x+y = 2 egyenesek altal hatarolt tartomany

fla,y) =a"y(d -z —y),
K:x =0,y =0 és x+y = 6 egyenesek altal hatarolt tartomany
zy) =2 —zy+y?,  K:lr|+y <1
z,y) = 2% +y? — 122 + 16y, K:x2+y> <25
r,y,2)=r+y+z  K:2?+y2<2<1

vy)=z—y, K:(z-12+y*<la*+(y—-1><1

Egy téglatest egy pontba Osszefutd éleinek Osszege 12a. Mekkorak a
lehetd legnagyobb térfogatu ilyen téglatest élei?

Egy félhenger alaki, feliil nyitott kad felszine adott S érték. Milyen
méretek mellett lesz a térfogata maximalis?

11



169.

170.
171.

172.

173.
174.
175.

Adott R sugartu és M magassagi egyenes korkupba irjunk be maximalis
térfogati téglatestet!

Adott R sugaru félgémbbe irjunk maximalis térfogati téglatestet!

Adott ellipszisbe irjunk az ellipszis tengelyével parhuzamos alapu és
legnagyobb teriiletti egyenlészari haromszoget !

Bizonyitsuk be, hogy a haromszogbe beirt kér sugara nem nagyobb
mint a korilirt kor sugaranak fele!

Hatérozzuk meg az y = 2% és y = 1 — (z + 2)? gorbék tavolsagat!
Adott R sugart gémbbe irjunk be maximalis teljes felszinti hengert!

Egy test egy egyenes korhengerbdl és egy ra illesztett korkuapbol all. A
test teljes felszine adott. Hatarozzuk meg a test méreteit gy, hogy a
test térfogata maximaélis legyen.

Fejezziik ki az I = [[ f(z,y)dzdy integralt szukcessziv integralok segit-
D

ségével, ha

176.
177.
178.
179.

D hatérai x = y?, v = 4
D:a?2+y>+2x+2y+1<0
D:a?+y? <4, 22+ > -2

D hatarai: y=x, y=2x,x =1és x = 2.

Cseréljiik fel az integralas sorrendjét az alabbi szukcessziv integralokban :

180.

181.

/0 ( / flw.y)dy ) da
1 _ia?

12



182.

/ / i)
183.

1 242

J ([ st
184.

[ ([ i)
185.

[ (] i)
186.

[ s
187.

/01 ( /1_ 1@;)2 f(x,y)dx)dy

1-y

Szamoljuk ki az alabbi fiiggvények integraljat a megadott tartoményokon!
188.

flz,y) = eV cosy, D:0§$§W70§y§g

189.

fla,y) ="+,
D:y=x2=0y=1y=2 egyenesek altal hatarolt trapéz

13



190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

fla,y) = 32" — 22y +y,
D:x =0,z =1y%y =2 gorbék altal hatarolt korlatos zart tartomany

flz,y) =y,
D:ay=1,y=+z,x =2 gorbék altal hatarolt korlatos, zart tartomany

f(a.y) = cos(2) + siny,
D :x =0,y =0,4x+4y = 7 egyenesek altal hatarolt haromszog

flz,y) ==,

ahol D: a (2,0) és (0,2) pontokat Gsszekotd egyenes, valamint a (0,1)
kozépponti, 1 sugart kor altal hatéarolt kisebbik korszelet.

fla,y) = zy?,
D : y?* = 4z, x = 2 gorbék altal hatarolt parabolaszelet

f(z,y) = xy, D :(2,0) kdzéppontt, 1 sugara kor felss félkore

flry)=1—y, D:2a*+y* <2y,y <2’z >0

flr,y)=1+y) 2 Diy<zay>1,1<z<2

fla,y) =ev,
D:x=1vy*x=0,y=1 gorbék altal hatarolt gérbevonalt haromszog

14



199.

f(z,y) = 2* +y, D hatarai: y = 2%, ¢y* = x

200.

mh—t

fl@y) =2yl —y*)"2, D2’ +y* <12 >0,y >0

Szamoljuk ki az alabbi szukcessziv alakban megadott integralokat.

201.
2 1
/ / 2% + 2y dx)d
0 0
202.
3 5
(/(m+2y)dm>dy
-3 y2_4
203.
1 Y
/(/ sinxdx)d
0 0
204.
/2 1
4
/(/ydy)da:
0 cosx
205.
4 2 p
Y
d
/ </ (w+y)2> )
31
206.
m/2  3cosy
/(/x2sin2ydx)dy
—7/2 0

15



207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

IV
/(/y&zxdx)dy
0

y2
l+cosz

j( / y%inmdy)dx
0

0

1
1 arcsin(y3)

/( / siixdx>dy

0 arcsin(y)

/0 1 ( / 1 sin(y2)dy>dx
[ ()

/01 (/‘;37 mdas>dy

16




215.

/12(/1yh17xdx)dy+/24(/y/22h17xdx>dy

216.

[ wrrasyo
217,

/0 " ( /0 1 exp(z?) cos(y)dx) dy
218,

/_ Z ( /0 1 exp(z) sin3(y)da:> dy
219.

1
/0 </oy 1f$2d:v>dy

Polarkoordinatak bevezetésével irjuk &t az I = [, f(z,y)dzdy integralt,
ha:

220. D: 2?2+ y* <a?
221. D:a?+y*<a? y>0,2 > —/3y
222. D:y<1, —y<z <y

223. I:fff(%)dxdy,D:aQ§x2+y2§b2, —r<y<ua.
D

Polarkoordinatak bevezetésével szamoljuk ki az alabbi fiiggvények inte-
graljait a megadott tartomanyokon:

224, 22 +y?, D 2? +y? < 2x
225. /a2 4+ 2, D:a?+y? <a?, y>0

17



226.
227.

228.

229.

230.

231.

232.

y, D:2?+y* <ax,y>—x
\/W,D:axgxg—i-yQSan,yZO

1—a2—y2 D: (2% +y?)% = 22 — y? egyenletii lemniszkata belseje
,/%,D:ﬁﬂfﬁ 1, z,y >0
In(z? +y?), D:e? <z?+y? <e!
14 g—z, D:x=y, z=—y, 1 <a?+y? <4 negyedkorcikk

arctang,D:1§$2+y2§9,%gygx\/g

Keressiink olyan valtozotranszformaciokat, amelyek a megadott tartomanyokat
téglalappa transzformaljak! Irjuk fel a transzformalt integralt!

233.

234.

235.

236.

237.

2 2
[ sasty. Di %+ <
D
//f(iv,y)dxdy, D:1<2y<2,2<y<3x
D
//f(x,y)dardy, D:0<z<2,1<z+y<2
D

//f(m,y)d:z:dy, D:0<zyVe+y<l
D

_ x Yy
é/(aﬂ +2)72 f(a:2+y2) .f($2 +y2)da;dy,



Szamoljuk ki az alabbi fiiggvények integraljat a megadott tartoményokon!

238.
.T2 y2
239.
1'2 y2 LU2 y2
240.

r+y, D:1<zxz+y<I13,z<y<bx
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