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Mi is az a rekurzié?
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Mi is az a rekurzié?

Egy végtelen matematikai objektum kigongyolitésére szolgild
modszer?
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Mi is az a rekurzié? Douglas Hofstadter |.

Akhilleusz: O, nagyon-nagyon koszonom, Szellem. De
kivincsi lettem valamire. Mielétt elmondandm a
kivansagomat, elarulna, hogy ki — vagy mi — az UR?

Szellem: Szivesen. Az UR egy rovidités., ami azt jelenti, hogy
,OR Rajtunk”. A ,Rajtunk” sz6 itt a Szellemeket, Meta-
Szellemeket, Meta-Meta-Szellemeket stb. jelenti.
Tipustalan sz0.

Akhilleusz: De... de hogy szerepelhet az ,UR” a sajat
roviditésében? Ez értelmetlen!

Szellem: O, én nem ismeri a rekurziv mozaikszavakat? Azt
hittem, mindenki ismeri 6ket. Tudja, az ,UR” azt jelenti,
hogy ,UR Rajtunk” , ami tgy fejthet§ ki, hogy ,UR UR
Rajtunk”, ez viszont ugy fejthet ki, hogy ,UR UR UR
Rajtunk”, ez viszont tovdbb bdvithets... Olyan messzire
mehetink, amennyire csak akarunk,

Akhilleusz: De ennek soha nincs vége!
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Mi is az a rekurzié? Douglas Hofstadter Il.

Néha ugy tilnik, hogy a rekurzié nagyon kézelrdl siirolja a paradoxont.
Vannak példaul rekurziv definiciék. Egy ilyen definicié azt a benyomist
keltheti a figyelmetlen szemlélében, hogy sajét magdval definidlunk valamit.
Ez korkoros lenne és végtelen regresszidhoz vezetne, ha ugyan nem valddi
paradoxonhoz. Valdjaban egy rekurziv definicié (helyes megfogalmazas
esetén) sohasem vezet végtelen regressziohoz vagy paradoxonhoz. Ez azért
van igy, mert a rekurziv definicié sohasem sajat magaval definial valamit,
hanem sajat maga egyszeriibb vdltozataival. Hogy ezen mit értek, az
hamarosan vilagosabb lesz, ha mar mutattam néhany példat a rekurziv
definicidkra.

D.R. Hoftadter — Gédel, Esher, Bach, Typotex, Budapest 1998.
(113., 127., 137-138. oldal)
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Egy egyszerii példa: exponencidlis sorozat

Kett6 hatvanyok sorozata klasszikusan

1,2,4,8,16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, . ..
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Egy egyszerii példa: exponencidlis sorozat

Kett6 hatvanyok sorozata klasszikusan

1,2,4,8,16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, . ..

Altaldban
h, = 2.
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Egy egyszerii példa: exponencidlis sorozat

Kett6 hatvanyok sorozata klasszikusan

1,2,4,8,16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, . ..

Altaldban
h, = 2.

Ketto hatvanyok sorozata rekurziéval
hO - 17

ha n > 0, akkor h,11 =2 - h,.
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Egy egyszerii példa: exponencidlis sorozat

Kett6 hatvanyok sorozata klasszikusan

1,2,4,8,16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, . ..

Altaldban
h, = 2".
Ketto hatvanyok sorozata rekurziéval
hO = 17
ha n > 0, akkor h,11 =2 - h,.
Azaz,
1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048, . ..
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Motivacid |: részhalmazok

Részhalmazok 0sszeszamlalasa
Hény részhalmaza van egy n elemii halmaznak?
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Motivacid |: részhalmazok

Részhalmazok osszeszamlalasa

Hény részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

0 {1}
/ /"
0 . {1}
N\ AN
{3} {1,3}
{2} {1,2}
/! /
{2} . {1,2}
N N\
{2,3} {1,2,3}
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Motivacié |l: papirhajtogatds

Papirhajtogatas

Egy , hosszl" papircsikot félbehajtunk hosszaban. Majd a
fébehajtott csikot még egyszer hosszaban félbehajtjuk. Ezt
ismételgetjuk, amig n hajtast nem végziink.

Hajnal Péter HIMT 2018



Motivacié |l: papirhajtogatds

Papirhajtogatas

Egy , hosszl" papircsikot félbehajtunk hosszaban. Majd a
fébehajtott csikot még egyszer hosszaban félbehajtjuk. Ezt
ismételgetjuk, amig n hajtast nem végziink.
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Motivacié |l: papirhajtogatds

Papirhajtogatas

Egy , hosszi"” papircsikot félbehajtunk hosszaban. Majd a
fébehajtott csikot még egyszer hosszaban félbehajtjuk. Ezt
ismételgetjuk, amig n hajtast nem végziink.

£

A kérdés

Szirjuk at a papirt tlivel. Hajtsuk szét a csikot. Hany lyuk lesz a
széthajtas utdn?
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Ujabb kérdések

Masik kérdés

A kiindulé papirlapunk v vastagsagl. n hajtds utdn milyen vastag
lesz a keziinkben levé hajtogatds? Dolgozzunk egy internetrdl
beszerzett redlis v papirvastagsaggal.
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Ujabb kérdések

A kiindulé papirlapunk v vastagsagl. n hajtds utdn milyen vastag
lesz a keziinkben levé hajtogatds? Dolgozzunk egy internetrdl
beszerzett redlis v papirvastagsaggal.

| A

A vilasz
Ha a papirlap v vastagsagu volt, akkor n hajtds utdn 2" - v
vastagsagu lesz.
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Szinet

Ujabb kérdés
Hanyszor kell 6sszehajtanunk, hogy a vastagsdga a Fold-Hold
tavolsag legyen? (0,1 mm-es papirvastagsaggal dolgozzunk.)
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Szinet

Ujabb kérdés
Hanyszor kell 6sszehajtanunk, hogy a vastagsdga a Fold-Hold
tavolsag legyen? (0,1 mm-es papirvastagsaggal dolgozzunk.)

Tippeljink!
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Szinet

Ujabb kérdés
Hanyszor kell 6sszehajtanunk, hogy a vastagsdga a Fold-Hold
tavolsag legyen? (0,1 mm-es papirvastagsaggal dolgozzunk.)

Tippeljink!
A legjobb tippért jutalom jar!
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Szinet

Ujabb kérdés
Hanyszor kell 6sszehajtanunk, hogy a vastagsdga a Fold-Hold
tavolsag legyen? (0,1 mm-es papirvastagsaggal dolgozzunk.)

Tippeljink!
A legjobb tippért jutalom jar! Logikai jaték.
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Szinet

Ujabb kérdés
Hanyszor kell 6sszehajtanunk, hogy a vastagsdga a Fold-Hold
tavolsag legyen? (0,1 mm-es papirvastagsaggal dolgozzunk.)

Tippeljink!
A legjobb tippért jutalom jar! Logikai jaték.
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Ujabb kérdés

Még Gjabb kérdés

n hajtashoz milyen hosszl v vastagsagu papircsik sziikséges?
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Britney Gallivan (1985—) tétele (2002)

Egy v vastagsagu papircsik n
hajtdsahoz legalabb

(2" + 4)(2" — 1)% v

hosszi csik sziikséges.
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Britney Gallivan (1985—) tétele (2002)

Tétel
Egy v vastagsagu papircsik n
hajtdsahoz legalabb

(2" + 4)(2" — 1)% v

hosszi csik sziikséges.

A modell: === :/yﬁ J
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A valdsagban fizikailag hanyszor hajthaté végre a hajtds?

«O0>» «F» «=)» <« Q>

it
-



Szinet

A valdsagban fizikailag hanyszor hajthaté végre a hajtds?

Pontosabb hanyszor tudtdk megcsindlni azt, azok akik nagyon
akartak?
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Szinet

A valdsagban fizikailag hanyszor hajthaté végre a hajtds?

Pontosabb hanyszor tudtdk megcsindlni azt, azok akik nagyon
akartak?

Tippeljunk!
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Szinet

A valdsagban fizikailag hanyszor hajthaté végre a hajtas?

Pontosabb hanyszor tudtdk megcsindlni azt, azok akik nagyon
akartak?

Tippeljunk!
A legjobb tippért jutalom jar!
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Szinet

A valdsagban fizikailag hanyszor hajthaté végre a hajtas?

Pontosabb hanyszor tudtdk megcsindlni azt, azok akik nagyon
akartak?

Tippeljunk!
A legjobb tippért jutalom jar! Logikai jaték.
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A valasz

Hajnal Péter HIMT 2018



A valasz

13
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

L1,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

112,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1’ 1’ 2’ 37 57
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1’ 1’ 2’ 37 57 87
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13, 21,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 143,
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Klasszikus alappélda: Fibonacci-szamok

Definicié, {F,}52, Fibonacci-szamok

Fo=F =1,

Ha F,-hez van két megel6z6 tag, akkor

Fn: n—1+Fn—2-

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 143, . ..
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Motivacié: domind fedések

FELADAT

Hanyféleképpen lehet kiparkettdzni 2 x 2018 méretii tablat 2018
darab dominéval?
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

SEPINER®

BUDAPEST 1946 EVLAUNIUS HO 3AN

MAGYAR NEMZETI BANK
it
TENOK
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

Sz

BUDAPEST 1940 EVIUNI
; mommauzmx AN
v ay
m

1020 pengd (1946).
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

"%%%W

i BUDAPEST, o
. MAGYAR NEMZETI BANK

1020 pengd (1946).
e Eddington-szdm: A protonok szdma az univerzumban.
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

sz@gggm&b

MAGYAR I\FMZFTI pang ¢

e

10%° pengd (1946).
e Eddington-szdm: A protonok szdma az univerzumban.
“l believe there are
15,747,724,136,275,002,577,605,653,961,181,555,468,044,
717,914,527,116,709,366,231,425,076,185,631,031,296
protons in the universe and the same number of electrons.
(1938)"
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

sz@%ﬁmgb :

MAGYAR I\FMZFTI pang ¢

e

10%° pengd (1946).

e Eddington-szdm: A protonok szama az univerzumban.
“l believe there are
15,747,724,136,275,002,577,605,653,961,181,555,468,044,
717,914,527,116,709,366,231,425,076,185,631,031,296
protons in the universe and the same number of electrons.
(1938)"

e A matematikusok tudnak ennél is nagyobbat:
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Vissza az exponencialis robbandshoz: nagy szamokrdl

e A legnagyobb cimletli pénz.

szﬁwmw
B-PEN

10%° pengd (1946).

e Eddington-szdm: A protonok szama az univerzumban.
“l believe there are
15,747,724,136,275,002,577,605,653,961,181,555,468,044,
717,914,527,116,709,366,231,425,076,185,631,031,296
protons in the universe and the same number of electrons.
(1938)"

e A matematikusok tudnak ennél is nagyobbat:

10100
Kasner (1938).
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz:
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.

1997 Sean Anderson és Larry Page gondolkodnak mi legyen a
véllalkozasuk neve.
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.

1997 Sean Anderson és Larry Page gondolkodnak mi legyen a
véllalkozasuk neve. Megidllapodnak a “googol” széban.
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.

1997 Sean Anderson és Larry Page gondolkodnak mi legyen a
vallalkozasuk neve. Megallapodnak a “googol” széban. Sean
Anderson leil a gépe elé és lefoglalja a “google.com” domain
nevet.
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.

1997 Sean Anderson és Larry Page gondolkodnak mi legyen a
vallalkozasuk neve. Megallapodnak a “googol” széban. Sean
Anderson leil a gépe elé és lefoglalja a “google.com” domain
nevet.

2001 Ingram eljut a “Legyen on is milliomos” vetélked6 donto
kérdéséhez.
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Sziinet: Nagy szamokrél, 10

1938 Kasner megkérdezi 9 éves unokahugat (Milton Sirotta)
hogyan lehetne elnevezni ezt a szdmot (egy 1-es, amit 100
darab 0 jegy kovet). A valasz: googol.

1997 Sean Anderson és Larry Page gondolkodnak mi legyen a
vallalkozasuk neve. Megallapodnak a “googol” széban. Sean
Anderson leil a gépe elé és lefoglalja a “google.com” domain
nevet.

2001 Ingram eljut a “Legyen on is milliomos” vetélked6 donto
kérdéséhez.

’\_ by what name?

Googol - AEL
Er—
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Sziinet: Még nagyobb szamok

Definicié

googolplex = 108098/
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Sziinet: Még nagyobb szamok

Definicié

googolplex = 108098/

Googleplex
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Ackermann—Péter-szamok

A(n, m) Ackermann-szdmok

A(l,m) =2m, A(n+1,1) =2,

Ha nem a tablazat szélén vagyunk, akkor

A(n+1,m+1)=A(n,A(n+ 1, m)).
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Ackermann—Péter-szamok

A(n, m) Ackermann-szdmok

A(l,m) =2m, A(n+1,1) =2,

Ha nem a tablazat szélén vagyunk, akkor

A(n+1,m+1)=A(n,A(n+ 1, m)).

A(n, m) értékei kis paraméterek esetén:

m\ml[1[2] 3|45 ]| 6
1 [274a] 6 [ 810 12
214 8 [ 16 ] 32| 64

516 22222

214| 16 | 216 |2

22

21412 ?
5 (2|4 7 |77
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Kérdések

Fogos kérdés
Hatarozzuk meg A(4,4)-6t.
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Kérdések

Fogos kérdés
Hatarozzuk meg A(4,4)-6t.

A ,, millié fontos” kérdés
Hatarozzuk meg A(5, 5)-ot.
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Vissza a részhalmazokhoz

Definicié

Legyen n és k két természetes szam.

(8

Az {1,2,...,n} halmaz k elemii részhalmazainak szdma.
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Vissza a részhalmazokhoz

Definicié

Legyen n és k két természetes szam.

(8

Az {1,2,...,n} halmaz k elemii részhalmazainak szdma.

Ha K > n, akkor

2)-
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Vissza a részhalmazokhoz

Definicié

Legyen n és k két természetes szam.

(8

Az {1,2,...,n} halmaz k elemii részhalmazainak szdma.

Ha K > n, akkor

2)-

A tovabbiakban
0< k<n.
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Binomialis egylitthatok rekurzidja

Definicid

(6)- ()=

Ha (") nem a Pascal harmszog szélén van, akkor

(=2 ()
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Kérdések

Az osszes lehetséges mddon kitoltjiik az otoslottd szelvényét
(minden lehetséges kitoltés kiilon szelvény).
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Kérdések

Az osszes lehetséges mddon kitoltjiik az otoslottd szelvényét
(minden lehetséges kitoltés kiilon szelvény).
Paros vagy paratlan szelvénylink lesz-e?
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Megoldds szavak/formuldk nélkiil
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Megoldds szavak/formuldk nélkiil

Hajnal Péter
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Tovabbi kérdések

(1995

1502) Paros vagy pératlan? Es (2°)?
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Tovabbi kérdések

(1995

1502) Paros vagy pératlan? Es (2°)?

Hogyan donthetd el, hogy adott () binomidlis egyiitthaté paros-e?
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Mintdzatok, sejtések

BEREOR
B ES R XY I Y
L] ]
BEE S Les]fesaa]]

|l||13| |715‘|1287 1287 715| |13‘|1|

|1‘|15‘|105‘|455‘|1365‘|3003‘|5005‘|643S||643S||5005||3003||1365||4SS||105||1S||1‘
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Ujabb feladatok

°
2n
(26 . 1) =0 (mod 2),
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Ujabb feladatok

°
2n
(26 . 1) =0 (mod 2),

(£)-() e

~
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Ujabb feladatok

° (2£2£1> 0 (mod 2),
(2)=(2) (o2
) e
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Ujabb feladatok

(a7 1)
)+ () s

0 (mod 2),
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Ujabb feladatok
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Egy tétel

Tétel, Lucas 1878

Legyen n = nsns_1...n1ngy és sls_1 ... ¢1Lo,. Ekkor

(0)=(0) (o) (0) (&) (a2
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Egy tétel

Tétel, Lucas 1878

Legyen n = nsns_1...n1ngy és sls_1 ... ¢1Lo,. Ekkor
n Ns Ns_1 m no
= . o . d 2).
(5> (fs) (&-1) («41) (EO) (mod 2)

nit; € {0,1} ey () € {(p)- (), (o), ()} = {0,1}
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Egy tétel

Tétel, Lucas 1878

Legyen n = nsns_1...n1ngy és sls_1 ... ¢1Lo,. Ekkor
n Ns Ns_1 m no
= . o . d 2).
(5> (&) <€s—1> (£1> (50) (mod 2)

nit; € {0,1} ey () € {(p)- (), (o), ()} = {0,1}

Lucas tétele Gjbdl

(nsns_l ..o n02>
Ools_1 ... £100y

akkor és csak akkor paros, ha egy alsé 1-est fed egy 0.
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Geometriai analdg: Sierpinski-haromszog

Hajnal Péter HIMT 2018



Geometriai analdg: Sierpinski-haromszog
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Vissza a Fibonacci-szamokhoz: Meta-Fibonacci sorozatok

Definicié

Egy sorozat meta-Fibonacci sorozat, ha a harmadiktdl kezdve
minden eleme valamely két el6z6 elemének Osszege.
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Hofstadter Q-sorozat

Egy kaotikus sorozat

A szamelméleti rekurziora adott utolsé példank egy kis rejtély. Vizsgaljuk
meg a kovetkezd rekurziv figgvénydefiniciot:

Q) = Q(n - Q(n-1)) + Qn - Q(n-2)) ha n>2
QD =Q(2)=1
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Hofstadter Q-sorozat

Egy kaotikus sorozat

A szamelméleti rekurziora adott utolsé példank egy kis rejtély. Vizsgaljuk
meg a kovetkezd rekurziv figgvénydefiniciot:

Q) = Q(n - Q(n-1)) + Qn - Q(n-2)) ha n>2
QD =Q(2)=1

1,1,2,3,3,4,5,5,6,6,6,8,8,8,10,9, 10, . ..
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Hofstadter Q-sorozat

Ez annyiban hasonlit a Fibonacci-féle definiciéhoz, hogy minden 4j érték az
eléz6 két érték osszege — de nem a kozvetleniil megelézd két értéké. A
kozvetleniil megeldz6 két érték csupan azt kozli, hogy milyen messze kell
visszalépni ahhoz, hogy megkapjuk azokat az uJ szamokat, amelyek
osszeadasaval az Gj érték megkaphaté! Az elsé 17 Q-szam a kévetkezd:

1, 1, 2, 8 8 4, 5 5 6 6 6 8 8 8 10, 9, 10,..

T v

5 +6=11 milyen messze
A mozogjunk balra
4j tag

"Ha a kovetkezd tagot szeretnénk megkapni, akkor (a harom ponttél) balra
kell menniink 10, illetve 9 taggal; ekkor az 5-hoz és a 6-hoz ériink, ahogy ezt
a nyilak mutatjak. Osszegiik — 11 — adja az 4j értéket, Q(18)-at. Furcsa ez az
eljaras, ahol az ismert Q-szdmok listijat hasznaljuk fel onmaga
kiterjesztéséhez. Az eredményiil kapott sorozat enyhén szélva szeszélyes.
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A matematikdban mar nincs Gj?

EGY PROBLEMA
Jél definidlt a Q-sorozat?
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Conway $10.000-o0s sorozata

Definicié, {T(n)}32, Conway $10.000-o0s sorozata

T(1)=T() =1,

Ha T(n)-hez van két megel6z6 tag, akkor

T(n)=T(T(n=1))+ T(n—T(n—-1)).
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Conway $10.000-o0s sorozata

Definicié, {T(n)}32, Conway $10.000-o0s sorozata

T(1)=T() =1,

Ha T(n)-hez van két megel6z6 tag, akkor

T(n)=T(T(n=1))+ T(n—T(n—-1)).

1,1,2,2)3,4,4,4,5,6,7,7,...
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A $10.000-o0s kérdés

Conway tétele

(i) T(n+1)— T(n) € {0,1}, specialisan T(n) .
(ii)
T(n)

—

N =
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A $10.000-o0s kérdés

Conway tétele

(i) T(n+1)— T(n) € {0,1}, specialisan T(n) .
(i)
T(n)

N =

—

Conway kérdése

Mi az a legkisebb 7, hogy 7 < n esetén
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Vissza a papirhajtogatashoz

Meg van még az oszehajtogatott papircsikunk? John E. Heighway
(1966, NASA) is hajtogatott igy egy unalmas ilésen.
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Meg van még az Oszehajtogatott papircsikunk? John E. Heighway
(1966, NASA) is hajtogatott igy egy unalmas ilésen.
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Vissza a papirhajtogatashoz

Meg van még az oszehajtogatott papircsikunk? John E. Heighway
(1966, NASA) is hajtogatott igy egy unalmas ilésen.

{

Majd széthajtotta a papircsikot.

V4
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Vissza a

Meg van még az Oszehajtogatott papircsikunk? John E. Heighway
(1966, NASA) is hajtogatott igy egy unalmas ilésen.

‘( APy

Majd széthajtotta a papircsikot.

‘."‘& ?2
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Szinet
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Regény (1990, Michael Crichton)
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Regény (1990, Michael Crichton)

Fejezetek
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-
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Jurrasic park

Regény (1990, Michael Crichton)

Fejezetek /iteracidk

FIRST ITERATION SECOND ITERATION

"At the earliest drawings of the fractal curve few clues
to the underlying mathematical structure will be seen.”
IAN MALCOLM "With subsequent drawings of the fractal curve,
sudden changes may appear.”
IAN MALCOLM
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Jurrasic park, lteraciok

THIRD ITERATION

O

il

"Details emerge more clearly
as the fractal curve is redrawn.”
IAN MALCOLM

Hajnal Péter

FOURTH ITERATION

T

2[5
EnNEEE |
u|

L]

| B 1 0

[
i

"Inevitably, underlying instabilities begin to appear.”
IAN MALCOLM

HIMT 2018



Jurrasic park, lteraciok

FIFTH ITERATION SIXTH ITERATION

. ; "System recovery may prove impossible."
"Flaws in the system will now become severe." 4 IZI\?/ M ALyC%LK/I Impossi

IAN MALCOLM
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Jurrasic park, lteracidk

SEVENTH ITERATION

"Increasingly, the mathematics will demand
the courage to face its implications.”
IAN MALCOLM
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Rekurzidk D,-re

Hajtunk egyet, majd még n — 1-et
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Rekurzidk D,-re

Hajtunk egyet, majd még n — 1-et

Dn = Dn—l V _m-
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Rekurziok D,-re

Hajtunk egyet, majd még n — l-et

Dn = Dn—l V _m-

n — 1 hajtast végziink, majd még egyet
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Rekurziok D,-re

Hajtunk egyet, majd még n — l-et

Dn = Dn—l V _m-

n — 1 hajtast végziink, majd még egyet

D,_1 = didrd3dsdsdgdrdgdy . . .,
akkor

D,=VdiANdoVd3ANdsVds ANdegVdy ANdgV dy ...
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Rekurzidk a sarkanygorbére

Els6 rekurzid

Hajnal Péter HIMT 2018



Rekurzidk a sarkdnygorbére

Els6 rekurzid

- 5 Ao o

1 fold 2 folds 3 folds 4 folds
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Rekurzidk a sarkanygorbére

Els6 rekurzid

- § A

1 fold 2 folds 3 folds 4 folds

Masodik rekurzié
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Rekurzidk a sarkanygorbére

Els6 rekurzid

- § A

1 fold 2 folds 3 folds 4 folds

Masodik rekurzié
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A fenti gorbesorozat hatdrértéke D*°, D, a sarkanygorbe

«0» «Fr» « > « Q>

it
N



A sarkdnygorbe fététele

A fenti gorbesorozat hatdrértéke D*°, D, a sarkdnygorbe

Davis—Knuth-tétel

(i) A D sarkdnygorbe lekerekitett véltozata nem metszi at
onmagat.
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A sarkdnygorbe fététele

A fenti gorbesorozat hatdrértéke D*°, D, a sarkdnygorbe

Davis—Knuth-tétel

(i) A D sarkdnygorbe lekerekitett véltozata nem metszi at
onmagat.

(i) A D sarkdnygorbe és 90°-, 180°-, 270°-kal elforgatott
példianya egyszeresen lefedi a végtelen négyzethalét alkotd
egységszakaszokat.
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A sarkanygorbe fotétele latvanyosan
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Bizonyitsuk bel!

A sarkdnygorbe

Hited boriténkon levd vonal o kivetkezéléppen késeiilt. Kiindultunk
ey A,A, smakaszhol (1 dba). A szekaset A, koril pozitiv ivdnyban 90%-kal
olforgatjuk, kapjuk az A,d4,4, tirittvonalat, Tat A, kiriil pozitiv ivdnyban
90%kal elforgatjuk, kapjuk an A,4d,4,4, tGrdttvonalat sth., egéssen A -ig.
Eeutdn a torottvonal sackait | lekerekitettik™ (2. dbra). Kzt a ,,kerckded”
vonalat nzwtin A, kortil 4-szer 90°kal olforgatve kapjuk a sfirkénygirhét,

A giirbe nem melssi magdt — logrldbbis addig nem, ameddig felrajzol-
tuk —, és au 4, koriili részt cgéazen kitolti. Tgam marad-e ez mindig? Mind-
azok, akik bizonyitjil, hogy gy van vagy bizenyitjik, hogy nines igy és bizo-
nyitdsukat leghésdhb mbreins 15-g a szerkesstdedg cimére (Budapest Pos-
tafiék 129, 1443) elkildik, egy-egy TABLA CSOKOLADET kapnak. Fel-
téve, hogy a hizonyitdeuk jét Cs. L.

Ap Ar, Ao A
A °

©
1 | Az Az
a o
A A A Az
1. dhra 2. dbra

61
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Bizonyitsuk be!

A sarkdnygorbe

Hited boriténkon levd vonal o kivetkezéléppen késeiilt. Kiindultunk
ey A,A, smakaszhol (1 dba). A szekaset A, koril pozitiv ivdnyban 90%-kal
olforgatjuk, kapjuk az A,d4,4, tirittvonalat, Tat A, kiriil pozitiv ivdnyban
90%kal elforgatjuk, kapjuk an A,4d,4,4, tGrdttvonalat sth., egéssen A -ig.
Eeutdn a torottvonal sackait | lekerekitettik™ (2. dbra). Kzt a ,,kerckded”
vonalat nzwtin A, kortil 4-szer 90°kal olforgatve kapjuk a sfirkénygirhét,

A giirbe nem melssi magdt — logrldbbis addig nem, ameddig felrajzol-
tuk —, és au 4, koriili részt cgéazen kitolti. Tgam marad-e ez mindig? Mind-
azok, akik bizonyitjil, hogy gy van vagy bizenyitjik, hogy nines igy és bizo-
nyitdsukat leghésdhb mbreins 15-g a szerkesstdedg cimére (Budapest Pos-
tafiék 129, 1443) elkildik, egy-egy TABLA CSOKOLADET kapnak. Fel-
téve, hogy a hizonyitdeuk jét Cs. L.

A dbra

61

KOMAL 1979, 2. szam (februar)
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Egy alkalmazis
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Vissza a dominé fedésekhez: kozépiskolas feladat

Egy 2048 x 2048 méretli tablardl egy tetszéleges mezot letorliink.
Igazoljuk, hogy a maradék mezok L-alakd triomindval
kiparkattazhatok.

Hajnal Péter HIMT 2018



fHac

o)
il




Azték gyémant

Hajnal Péter

HIMT 2018
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A kérdés

A kérdés
Hany parkettdzasa van A,-nek domindkkal?
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A kérdés

A kérdés
Hany parkettdzasa van A,-nek domindkkal?

A vidlaszt nevezzik el a,-nek.
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Egy sejtés

Elsé néhdny elem kiszamolasa és fejvakards

n(n+1
an =25 = 28(n)7
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Egy sejtés

Elsé néhdny elem kiszamolasa és fejvakards

1
an = % = 2A(n)?

Elkies—Kuperberg—Larsen—Propp-tétel (1992)
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Két rekurzid

Kuo 1998

2
2.a7 = apt1an—1-
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Két rekurzid

Kuo 1998

2
2.a7 = apt1an—1-

Kuo 1998
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Két rekurzid

Kuo 1998

2
2.a7 = apt1an—1-

Kuo 1998

dp = 2" . an—1-

Majdnem kozépiskolds bizonyitasok.
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Egy kozépiskolas feladat

Az azték-gyémant tetszbleges domind parkettdzdsaban taldlhaté
két domind, amelyek a hosszi oldaluknal illeszkednek.
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Egy véletlen parkettazas
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Egy Harvard T-shirt

SOMO -4

2
Aa = FaFRs t Az
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Egy Harvard T-shirt

SOMO -4

2
Aa = FaFRs t Az

http://faculty.uml.edu/~jpropp/reach/shirt.html
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Ketté hatvanyai: A000079
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Ketté hatvanyai: A000079

Fibonacci-szamok: A000045

it
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szamok: A000045

Ackermann—Péter-szamok: A143796
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szamok: A000045
Ackermann—Péter-szamok: A143796

Hofstadter Q: A005185
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szdmok: A000045
Ackermann—~Péter-szamok: A143796
Hofstadter Q: A005185

Conway $10.000: A004001
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szdmok: A000045
Ackermann—~Péter-szamok: A143796
Hofstadter Q: A005185

Conway $10.000: A004001

Azték gyémant: A006125
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szdmok: A000045
Ackermann—~Péter-szamok: A143796
Hofstadter Q: A005185

Conway $10.000: A004001

Azték gyémant: A006125

Somos-sorozat A006720
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A mozinak vége, a szereplok

Kett6 hatvanyai: A000079
Fibonacci-szdmok: A000045
Ackermann—~Péter-szamok: A143796
Hofstadter Q: A005185

Conway $10.000: A004001

Azték gyémant: A006125

Somos-sorozat A006720

Online Encyclopedia of Integer Sequences
Neil Sloan: OEIS

http://oeis.org/
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Koszonom a figyelmet!

J




