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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.
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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.

Hanyféleképpen fizethetiink ki 215 forintot?

Az azonos névértékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Pénztarcankban [évo érmék:

200, 200, 100, 100, 50, 20, 20, 20, 20, 10, 10, 5, 5, 5.
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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.

Hanyféleképpen fizethetiink ki 215 forintot?

Az azonos névértékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Pénztarcankban [évo érmék:

200, 200, 100, 100, 50, 20, 20, 20, 20, 10, 10, 5, 5, 5.

NEM egy érmehalmaz, NEM egy szdmhalmaz.
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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.

Hanyféleképpen fizethetiink ki 215 forintot?

Az azonos névértékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Pénztarcankban [évo érmék:

200, 200, 100, 100, 50, 20, 20, 20, 20, 10, 10, 5, 5, 5.

NEM egy érmehalmaz, NEM egy szdmhalmaz.

(2002,1002, 50, 20%, 102, 5%).
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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.

Hanyféleképpen fizethetiink ki 215 forintot?

Az azonos névértékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Pénztarcankban [évo érmék:

200, 200, 100, 100, 50, 20, 20, 20, 20, 10, 10, 5,5, 5.
NEM egy érmehalmaz, NEM egy szdmhalmaz.
(2002,1002, 50, 20%, 102, 5%).

Hény forint is van ndlunk?
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Bemelegités

Pénztarcankban van két 200 forintos, két 100 forintos, egy 50
forintos, négy 20 forintos, két 10 forintos és harom 5 forintos.

Hanyféleképpen fizethetiink ki 215 forintot?

Az azonos névértékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Pénztarcankban [évo érmék:

200, 200, 100, 100, 50, 20, 20, 20, 20, 10, 10, 5,5, 5.
NEM egy érmehalmaz, NEM egy szdmhalmaz.
(2002,1002, 50, 20%, 102, 5%).

Hény forint is van ndlunk? 765 forint.

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



A megoldas: A lehetéségek felsorolasa.

«O» «F»r « = 4 > P NEa



A megoldas: A lehetéségek felsorolasa.
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A megoldas: A lehetéségek felsorolasa.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.
200
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.
200 +5+5+5.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.
200 +5+5+5.
100+100
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+4-100+4-5+5+5.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+4-100+4-5+5+5.
100+-50
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+100+5+5+5.
100+50 +20+4-20+4-20
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+4-100+4-5+5+5.
100450 +20+4-20+20 +5.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+100+5+5+5.
100450 +20+4-20+20 +5.
100+-50+20+20
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.
100+4-100+4-10+5.
100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.
100
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.

100+4-100+4-10+5.

100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.

100 +-20+4-204-204-20+4-104-10+4-5+5+5.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.

100+4-100+4-10+5.

100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.

100 +-20+4-204-204-20+4-104-10+4-5+5+5.

Lehetséges hibdk:
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.

100+4-100+4-10+5.

100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.

100 +-20+4-204-204-20+4-104-10+4-5+5+5.

Lehetséges hibdk:
@ Kihagyunk egy objektumot.
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A bemelegit6 feladat megoldasa

A megoldas: A lehetéségek felsoroldsa.

200 +10 +5.

200 +5+5+5.

100+4-100+4-10+5.

100+100+5+5+5.

100450 +20+4-20+20 +5.
100+50+20+20 +10+10+5.
100+-50+20+20 +10+5+5+5.

100 +-20+4-204-204-20+4-104-10+4-5+5+5.

Lehetséges hibdk:
@ Kihagyunk egy objektumot.

@ Tobbszor sorolunk fel egy objektumot.
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Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:

«O» «F»r « = 4 > P NEa



A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott tdrgyakbdl valasszunk ki néhdnyat.
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A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott tdrgyakbdl valasszunk ki néhdnyat.

@ Osszunk szét dolgokat.
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A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott targyakbdl valasszunk ki néhanyat.
@ Osszunk szét dolgokat.

@ Szinezziink ki objektumokat.
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A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott targyakbdl valasszunk ki néhanyat.
@ Osszunk szét dolgokat.
@ Szinezziink ki objektumokat.

@ Rakjunk sorba bizonyos dolgokat, bizonyos feltételek szerint.

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott tdrgyakbdl valasszunk ki néhdnyat.
@ Osszunk szét dolgokat.
@ Szinezziink ki objektumokat.

@ Rakjunk sorba bizonyos dolgokat, bizonyos feltételek szerint.

Hényféle lehetdség all elSttiink?
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A kombinatorika kezdete

Kiindulas: Adott egy , helyzet”. Példaul:
o Adott tdrgyakbdl valasszunk ki néhdnyat.
@ Osszunk szét dolgokat.
@ Szinezziink ki objektumokat.
@ Rakjunk sorba bizonyos dolgokat, bizonyos feltételek szerint.

Hényféle lehetdség all elSttiink?

A természetes MEGOLDAS
A lehet6ségek egy jél valasztott rendezé elv szerinti, szisztematikus
felsorolasa.
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Es valami teljesen mas: Polinomok, bevezet6 feladat

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(1+x)(1+x*)(1 4+ xH) (1 + x8).
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Es valami teljesen mas: Polinomok, bevezet6 feladat

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

1+ x)(1 4+ x?)(1 +xM (1 +xB).

Megoldas

(14+x)(1+x?) =1+ x+x%+ x3,
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Es valami teljesen mas: Polinomok, bevezet6 feladat

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

1+ x)(1 4+ x?)(1 +xM (1 +xB).

Megoldas

(14+x)(1+x?) =1+ x+x%+ x3,
L4+ x+x2+x3)1+xY) =1+ x+x2+x3+x* + x> + x5 + x7,
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Es valami teljesen mas: Polinomok, bevezet6 feladat

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

1+ x)(1 4+ x?)(1 +xM (1 +xB).

Megoldas

(14+x)(1+x?) =1+ x+x%+ x3,
L4+ x+x2+x3)1+xY) =1+ x+x2+x3+x* + x> + x5 + x7,

A+ x+x2+ 3+ + x5+ X0+ xN (1 +x8) =
T+ x4+ +x3+x* x>+ x4+ x4
@ X104 Al 12 13 1a 15

y
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M3asodik megoldas

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 4+ x*)(1 + xM)(1 + xB).
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M3asodik megoldas

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 4+ x*)(1 + xM)(1 + xB).

Il. Megoldas
K= (1+x)(14x?)(1+x*)(1 + x®).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 —x)K = (1 —x)(1+x)(1 +x3)(1+xM(1+ xB).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 —x)K = (1 —x)(1+x)(1+ x3)(1+xM(1+ xB).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 - x)K = (1 —x?)(1+x?)(1+xM)(1+ xB).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 —x)K = (1 —x?)(1+x?)(1+xM)(1+ xB).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 —x)K = (1 —x*)(1+ x*)(1 + x8).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 —x)K = (1 —x*)(1+ x*)(1 + x8).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1-x)K = (1—x8)(1+x8).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1 - x)K = (1—x8)(1+x8).
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1-x)K =1-—x%6.
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(14 x)(1 + x2)(1 + x")(1 + x8).

Il. Megoldas

K = (14 x)(1 4+ x®)(1 + x*)(1 + x®).
(1-x)K =1-—x'6.
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M3asodik megoldas

Feladat

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(1 +x)(1+x*)(1 4+ xH) (1 + x8).

Il. Megoldas

K = (1+x)(14x)(1+ x*)(1 + x®).

A-—x)K=1-x)1+x+x3+x3+x* + x5 +x° +x"+

4x® 4 X% X0 X X123 x4 x15).
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M3asodik megoldas

Végezziik el az aldbbi polinom szorzast:

(1 +x)(1+x*)(1 4+ xH) (1 + x8).

Il. Megoldas

K = (1+x)(1+x2)(1+x)(1 + x5).

K=1+x+ x>+ x3+x* + x> + x® + x"+
PRV BN I R
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Betluszamtan

ALAPELV: Ha szamokkal sokat szamoltunk, akkor betikkel is
tudunk dgy banni mintha szamokkal dolgozndnk.
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Betluszamtan

ALAPELV: Ha szamokkal sokat szamoltunk, akkor betikkel is
tudunk dgy banni mintha szamokkal dolgozndnk.

(a+b)(x+y)=
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Betluszamtan

ALAPELV: Ha szamokkal sokat szamoltunk, akkor betikkel is
tudunk dgy banni mintha szamokkal dolgozndnk.

(a+b)(x+y)=alx+y)+bx+y)=

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Betluszamtan

ALAPELV: Ha szamokkal sokat szamoltunk, akkor betikkel is
tudunk dgy banni mintha szamokkal dolgozndnk.

(a+b)(x+y)=a(x+y)+ b(x+y)=ax+ ay + bx + by.
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Betluszamtan

ALAPELV: Ha szamokkal sokat szamoltunk, akkor betikkel is
tudunk dgy banni mintha szamokkal dolgozndnk.

(a+b)(x+y)=a(x+y)+ b(x+y)=ax+ ay + bx + by.

SZABALY

Betliszamtan-ban tobbtagt kifejezések szorzasa tgy torténik, hogy
az OSSZES LEHETSEGES MODON kivélasztunk egy-egy tagot a
tényekzokbdl, ezeket osszeszorozzuk, az igy kapott szorzatokat
osszeadjuk.
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(a+ b)(x+y) =ax+ ay + bx + by.
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(a+ b)(x +y) =ax+ ay + bx + by.

i
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(a+ b)(x +y) =ax+ ay + bx + by.

i
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(a+ b)(x +y) =ax+ ay + bx + by.

i
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(a+ b)(x+y) =ax+ ay + bx + by.

i
v

«0>» «Fr «=)>» < .



(a+ b)(x +y) =ax+ ay + bx + by.

i
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

1+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1-x-x+

x-1-1+x-1-x+x-x-1+x-x-x.
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

I+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1-x-x+

x-1-14+x-1-x+x-x-1+x-x-x.
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

I+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1-x-x+

x-1-14+x-1-x+x-x-1+x-x-x.

«0» «F»r « =) 4 Q™
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

I+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x+1-x-1+1-x-x+

x-1-14+x-1-x+x-x-1+x-x-x.

«0» «F»r « =) 4 Q™
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

(I+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1 -x-x+

x-1-14+x-1-x+x-x-1+x-x-x.
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

1+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1-x-x+

x-1-14+x-1-x+x-x-1+x-x-x.
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(a+ b)(x+y) =ax+ay+ bx+ by.

1+x)(1+x)(1+x)=1-1-1+1-1-x4+1-x-1+1-x-x+

x-1-1+x-1-x+x-x-1+x-x-x.
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(a+ b)(x +y) = ax + ay + bx + by.

(I+x)(1+x)(14+x)=1-1-14+1-1-x+1-x-1+1-x-x+

=1+3x+3x%+x3.

«0» «Fr» « > « Q™
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(].+X200+X400)(1+X100+X200)(1+X50)(1-|—X20+X40+X60+X80)

_(1 +X10 +X2O)(1 +X5 -|-X10 +X15) —

it
N

«0» «Fr» « > « Q>



Egy tovabbi példa

(1+X200—|—X400)(1+X100+X200)(1+X50)(1+X20+X40+X60+X80)

(14 X0 4 x20) (1 + x5 + x10 + x15) =
1+

L8, X254
765
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Kettes szamrendszer

A kettes szamrendszer alaptétele

Minden természetes szam egyértelmien irhaté fel mint kiilonbozo

ketté hatvanyok Gsszege. (Az Gsszegben a tagok sorrendje NEM
SZAMIT.)
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Kettes szamrendszer

A kettes szamrendszer alaptétele

(i) Minden természetes szam felirhaté mint kiilonbozd kettd
hatvanyok osszege.

(i) Minden természetes szdm csak egyféleképpen irhaté fel mint
kilonbozo ketté hatvanyok osszege.
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Kettes szamrendszer

A kettes szamrendszer alaptétele

(i) Minden természetes szam felirhaté mint kiilonbozd kettd
hatvanyok osszege.

(i) Minden természetes szdm csak egyféleképpen irhaté fel mint
kiilonbozo kettd hatvanyok osszege.

Csak azt igazoljuk, hogy minden 16-nal kisebb szdm egyértelmiien
irhaté fel, mint {1,2,4,8} kiilonbozd elemeinek Osszege.
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Kettes szamrendszer

A kettes szamrendszer alaptétele

(i) Minden természetes szam felirhaté mint kiilonbozd kettd
hatvanyok osszege.

(i) Minden természetes szdm csak egyféleképpen irhaté fel mint
kiilonbozo kettd hatvanyok osszege.

Csak azt igazoljuk, hogy minden 16-nal kisebb szdm egyértelmiien
irhaté fel, mint {1,2,4,8} kiilonbozd elemeinek Osszege.

(1+x)(1+x3)(1+xH) (1 +x8) =
T+ x+ X2+ 3+ x5+ x>+ x8 + x"+

+X8 +X9 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14+X15.

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.
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Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:

e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:
e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben

@ a elem benne van u-ben, ha p(a) >0
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Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:
e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben
@ a elem benne van p-ben, ha p(a) > 0

o s elemszéma |p| =) .. ca1(a)
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Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:
e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben
@ a elem benne van p-ben, ha p(a) > 0

o s elemszéma |p| =) .. ca1(a)
@ 4 C v, ha minden A-beli a elemre u(a) < v(a)
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Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:
e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben
a elem benne van p-ben, ha p(a) >0

i elemszama [ = 3,0 (a)

]
*]
@ 4 C v, ha minden A-beli a elemre u(a) < v(a)
]

Ny, az a legbovebb multihalmaz, ami mindkettoben benne
van
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Es valami teljesen mas: Multihalmazok

Definicié

A egy alaphalmaz. Egy p multihalmaz A felett

w:A—N.

Elnevezések:
e u(a) az a objektum multiplicitdsa p-ben
a elem benne van p-ben, ha p(a) >0

i elemszama [ = 3,0 (a)

]
*]
@ 4 C v, ha minden A-beli a elemre u(a) < v(a)
]

Ny, az a legbovebb multihalmaz, ami mindkettoben benne
van

o 1 Uw, az a legsziikebb multihalmaz, ami mindkett6t
tartalmazza

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3, 7(12) = (22,3).
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).
n = 504,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3, 7(12) = (22,3).
n=504, 504=2.2.2-3-3-7,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).
n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n = 2646,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3.3.7-7,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3-3-7-7, m(2646) = (22,33 7).
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3-3-7-7, m(2646) = (22,33 7).

e p € m(n) akkor és csak akkor, ha p|n.
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3-3-7-7, m(2646) = (22,33 7).

e p € m(n) akkor és csak akkor, ha p|n.

e 7(n) C m(m) akkor és csak akkor,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3-3-7-7, m(2646) = (22,33 7).

e p € m(n) akkor és csak akkor, ha p|n.

e 7(n) C m(m) akkor és csak akkor, ha n osztéja m-nek, akkor
és csak akkor,
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Multihalmazok és szamelmélet

m(n) az n-et kiad6 primtényezdk.
n=12, 12=2.2.3,  7(12) = (22,3).

n=504, 504=2.2.2-3-3.7, m(504) = (23,32)7).
n=2646, 2646=2-3-3-3-7-7, m(2646) = (22,33 7).

e p € m(n) akkor és csak akkor, ha p|n.

e 7(n) C m(m) akkor és csak akkor, ha n osztéja m-nek, akkor
és csak akkor, ha m tobbszorose n-nek.
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Multihalmazok és kombinatorika: Ismétléses kombinacidk

e Hanyféleképpen valaszthatunk ki k objektumot n fajta
targybdl, ha mindegyik fajtabdl tetszdlegesen sok

(MGEKULONBOTETHETETLEN) van?
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Multihalmazok és kombinatorika: Ismétléses kombinaciok

e Hanyféleképpen valaszthatunk ki k objektumot n fajta

targybdl, ha mindegyik fajtabdl tetszdlegesen sok
(MGEKULONBOTETHETETLEN) van?

o Hanyféleképpen valaszthatunk ki k elemet n fajta targybdl, ha
mindegyik valasztas utan visszatessziik a kivalasztott targyat
(4jbdl valaszthatd lesz)? A valasztdas SORRENDje NEM
SZAMIT.
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Multihalmazok és kombinatorika: Ismétléses kombinaciok

e Hanyféleképpen valaszthatunk ki k objektumot n fajta
targybdl, ha mindegyik fajtabdl tetszdlegesen sok
(MGEKULONBOTETHETETLEN) van?

o Hanyféleképpen valaszthatunk ki k elemet n fajta targybdl, ha
mindegyik valasztas utan visszatessziik a kivalasztott targyat
(4jbdl valaszthatd lesz)? A valasztdas SORRENDje NEM
SZAMIT.

@ Hany k elemi{i multihalmaz van egy n elemii halmaz felett?
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Multihalmazok és kombinatorika: Ismétléses kombinaciok

e Hanyféleképpen valaszthatunk ki k objektumot n fajta
targybdl, ha mindegyik fajtabdl tetszdlegesen sok
(MGEKULONBOTETHETETLEN) van?

o Hanyféleképpen valaszthatunk ki k elemet n fajta targybdl, ha
mindegyik valasztas utan visszatessziik a kivalasztott targyat
(4jbdl valaszthatd lesz)? A valasztdas SORRENDje NEM
SZAMIT.

@ Hany k elemi{i multihalmaz van egy n elemii halmaz felett?

Definicié (n > 1)

A valasz:

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Rekurzid
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Rekurzid
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Rekurzid




Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki:

A\
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Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.

A\
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Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztas van, ahol sose vélasztjuk ki a konyvet?

A\
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Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztas van, ahol sose vélasztjuk ki a konyvet?

(")

A\
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Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztas van, ahol sose vélasztjuk ki a konyvet?

()

Hany kivalasztas van, ahol valamikor kivalasztjuk a konyvet?

A\
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Rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztas van, ahol sose vélasztjuk ki a konyvet?
n—1
(). __
Hany kivalasztas van, ahol valamikor kivalasztjuk a konyvet?

(&24)-

A\
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat

S
x

e
=N
=W
=
= 1
= o
=~
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= T N S S G S Gy S ey o}
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat

k|0 1 2 3 456 7 8
111 1 1 11111
2 |12 3 4 5

3 /13 6 10

4 |1 4 10

5 |15

6 |1

7 |1

8 |1

9 |1
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Az ((Z)) szamok

A tdbldzat

k|0 1 2 3 4 56 7 8
1 (11 1 1 1 1111
2 /12 3 4 5 6

3 /13 6 10 15

4 |1 4 10 20

5 |1 5 15

6 |1 6

7 |1

8 |1

9 |1
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Az ((Z)) szamok

A tablazat

n\k 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9

10 20 35 56 84 120 165
15 35 70 126 210 330 495
21 56 126 252 462 792 1287
28 84 210 462 924 1716 3003
36 120 330 792 1716 3432 6435
45 165 495 1287 3003 6435 12870

O© 00 N O 1~ W DN =
e e el el K =)
© 00 ~NO G WDN ==
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Az ((Z)) szamok

A tablazat

n\k|{0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 /11 1 1 1 1 1 1 1
2 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 /13 6 10 15 21 28 36 45
4 |1 4 10 20 35 56 84 120 165
5 |1 5 15 35 70 126 210 330 49
6 |1 6 21 56 126 252 462 792 1287
7 |1 7 28 84 210 462 924 1716 3003
8 |1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435
9 |1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870

)

(¢

)-(

n+k—1
k

N

Hajnal Péter
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Egy masik rekurzid

(@) = ")+ G+ + (")
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Egy masik rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljuk ki:
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Egy masik rekurzid

Az n objektum kozott az egyiket emeljuk ki: konyv.
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Egy masik rekurzid

(@) = 7D+ )+ + ().

Az n objektum kozott az egyiket emeljuk ki: konyv.
Hény kivalasztas van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=5)-

<

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

Bizonyitds

| \

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat
n\k ‘

W N =
el el ] k=)
el
=N
=W
=
= o
= o
=~
| 00

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

Bizonyitds

| \

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat
n\k ‘

W N =
= = =O
= =
=N
=W
=
= o
= o
=~
| 00

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

Bizonyitds

| \

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat
n\k ‘

W N =
= = =O
N —| =
—| N
=W
=

= o

= o
=~

| 00

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 23 456738
1 /111111111
2 /1234567289
3 |1

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 23 456738
1 /111111111
2 /12345672809
3 |13

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 23 456738
1 /111111111
2 /12345673809
31136

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 2 3 456738
1111111111
2 /123 45672809
3 /136 10

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds
Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

k|0 1 2 3 4 56738
11111 1 1111
2 123 4 567809
3 |1 36 10 15

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds
Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 2 3 4 5 6738
11111 1 1 111
2 /123 4 5 6 789
3 /136 10 15 21

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 2 3 4 5 6 738
11111 1 1 1 11
2 123 4 5 6 7 89
3 /136 10 15 21 28

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) = ")+ G+ + (")

| \

Bizonyitds

Az n objektum kozott az egyiket emeljiik ki: konyv.
Hany kivalasztds van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(=3

| \

Ujbdl a tablazat

n\k|0 1 2 3 4 5 6 7 8
11111 1 1 1 1 1
2 /123 4 5 6 7 8 9
3 |1 36 10 15 21 28 36

N
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Egy masik rekurzid

Tétel

(@) =N+ G+ + ()

Bizonyitas

| A\

Az n objektum kozott az egyiket emeljuk ki: konyv.
Hany kivalasztas van, ahol pontosan i-szer valasztjuk ki a konyvet?

(5

Ujbdl a tablizat

| A

n\k|0 1 2 3 4 5 6 7 8
11111 1 1 1 1 1
2 /123 4 5 6 7 8 9
3 |13 6 10 15 21 28 36 45

A\
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Haromszogszamok

o .
AI @ o0

5 o0 o
0 o000
N A LA N
6 15
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Haromszogszamok

A

1+2+3+4 o

Definicié

Az n paraméterli haromszogszam

3 n+1 n +n
thosanetns ({2 )= (") - 220
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Haromszogszamok

A

1+2+3+4 o

Definicié

Az n paraméterli haromszogszam

3 n+1 n +n
thosanetns ({2 )= (") - 220

Jelolés: /n\.
4
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Négyzetszamok

e

|
' [o\@ @
o0
(XX )
9=6+3

Hajnal Péter

16

25
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Négyzetszamok

4
@ o0 00000
o000
151 eelecee |®
o | oo 00000
000 o0
° co0o ©0000
(X ) 000 00000
‘XX ) 16‘ %
9=6+3

Definicié

Az n paraméterli négyzetszam

A—FA = n’.
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Négyzetszamok

4
@ o0 00000
o000
151 eelecee |®
o | oo 00000
000 o0
° co0o ©0000
(X ) 000 00000
‘XX ) 16‘ %
9=6+3

Definicié

Az n paraméterli négyzetszam

A—FA = n’.

Sl | ).
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(")tszégszé mok
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(")tszégszé mok

Definicié

Az n paraméterli 0tszogszam

3n2 —n

~1 —N\ =
n\ + /n —+ /n >
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(")tszégszé mok

Definicié

Az n paraméterli 0tszogszam

3n2 —n
5

esles ) ]

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula

n\+/n—1N\ +/n—1\ =




6 | 7|8
12122 | 35

70

10

92 | 145

176

[m]

=

DA




(")tszb'gszé mok

n [[0|1|2|3 |4 |5 |6 |7 8] 9 |10
®015122235517092145176

n nem-negativ
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(")tszb'gszé mok

n [[0|1|2|3 |4 |5 |6 |7 8] 9 |10
®015122235517092145176

n nem-negativ 777
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(")tszb'gszé mok

n [[0|1|2|3 |4 |5 |6 |7 8] 9 |10
®015122235517092145176

n nem-negativ 777 NEM.

@40261572015122235
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Osszefiiggések

NNV N EN
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Osszefiiggések
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Osszefiiggések

Kovetkezmény

'1.+\2M3\+ ”(”+1(2n—|- 1)
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Természetes szamok particidi

AZ n SZAM EGY PARTICIOJA

@ Természetes szamok osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
sorrendje nem szamit.
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Természetes szamok particidi

AZ n SZAM EGY PARTICIOJA

@ Természetes szamok osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
sorrendje nem szamit.

@ Természetes szamok Osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
csokkend/nem novekvd sorrendben vannak.
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Természetes szamok particidi

AZ n SZAM EGY PARTICIOJA

@ Természetes szamok osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
sorrendje nem szamit.

@ Természetes szamok Osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
csokkend/nem novekvd sorrendben vannak.

@ Természetes szamok egy multihalmaza, amely elemeinek
osszege n.
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Természetes szamok particidi

AZ n SZAM EGY PARTICIOJA

@ Természetes szamok osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
sorrendje nem szamit.

@ Természetes szamok Osszegeként valé felirdsa, ahol a tagok
csokkend/nem novekvd sorrendben vannak.

@ Természetes szamok egy multihalmaza, amely elemeinek

osszege n.
”
Jelolés

A n.

\
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8 particidi

8 7+1
6+ 2 6+1+4+1
5+3 5+2+1
5+1+1+1 444
4+3+1 44242
4+2+1+1 4+14+1+1+41
3+3+2 3+3+1+1
3+2+2+1 3+24+1+1+41

3+1+1+1+1+1 24+2+2+2
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8 particidi

8 7+1
6+ 2 6+1+4+1
5+3 5+2+1
5+1+1+1 444
4+3+1 44242
4+2+1+1 4+14+1+1+41
3+3+2 3+3+1+1
3+2+2+1 3+24+1+1+41
3+1+1+1+1+1 24+2+2+2

2+242+1+1
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8 particidi

8
6+2
5+3
5+1+1+1
4+3+1
4+2+1+1
3+3+2
3+24+2+1
341+1+1+1+1
242424141

Hajnal Péter

7+1
64+1+1
54+2+1
444
44242
44+141+1+1
343+1+1
3424+1+141
2424242
24241+141+1+1
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8 particidi

8
6+2
5+3
5+1+1+1
4+3+1
4+2+1+1
3+3+2
3+2+2+1
3+1+1+1+1+1
2+242+1+1
2+141+14+14+1+1

Hajnal Péter

7+1
64+1+1
54+2+1
444
44242
44+141+1+1
343+1+1
3424+1+141
2424242
24241+141+1+1
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8 particidi

8
6+2
5+3

5+1+1+1
4+3+1

4+2+1+1
3+3+2

3+2+2+1

3+1+1+1+1+1
2+242+1+1
2+141+14+14+1+1

7+1
6+1+1
54241
444
44242
A4+1+1+1+1
3+3+1+1
3+24+14+1+1
2424242

24+24+1+1+14+1+1
1+1+14+1+1414+1+141

Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



A p(n) szdmok

Definicié

@ p(n) az n szdm particidinak szama.

Hajnal Péter Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny 2011, Gyula



A p(n) szdmok

Definicié

@ p(n) az n szdm particiinak szama.
@ Legyen P(n) = {\: A n}.
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A p(n) szdmok

Definicié

@ p(n) az n szdm particiinak szama.
@ Legyen P(n) = {\: A n}.
Legyen p(n) = |P(n)|.
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A p(n) szdmok

Definicié

@ p(n) az n szdm particiinak szama.
@ Legyen P(n) = {\: A n}.
Legyen p(n) = |P(n)|.
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Végtelen polinomok 777

Polinomok definicidja

VEGES sok monom Osszege.
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Végtelen polinomok 777

Polinomok definicidja

VEGES sok monom Osszege.

Monom = Egytagl kifejezés
Polinom = Tobbtagl kifejezés J
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Végtelen polinomok 777

Polinomok definicidja

VEGES sok monom osszege.

Monom = Egytagl kifejezés
Polinom = Tobbtagl kifejezés J

Formalis hatvanysorok definicidja

Monomok Osszege.
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Ujbélegy polinom szorzds

irjuk fel a kovetkezd polinom-szorzat elsé KILENC (fokszam
szerinti ndvekvd sorrendben) monomjat

Ax+ X2+ 3+ x4+ x5+ x0 xT+ x84 X2+ ..
A+ 4+ x5+ 4+ ) A +x3+x+x°+..)
A4+ x4 ) A+ x4 ).
(A4+x0+x2+ )+ X+ xM)

(A4 ) A+ X)L,
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Ujbélegy polinom szorzds

irjuk fel a kovetkezd polinom-szorzat elsé KILENC (fokszam
szerinti ndvekvd sorrendben) monomjat

Ax+ X2+ 3+ x4+ x5+ x0 xT+ x84 X2+ ..
A+ 4+ x5+ 4+ ) A +x3+x+x°+..)
A4+ x4 ) A+ x4 ).
(A4+x0+x2+ )+ X+ xM)

(A4 ) A+ X)L,

V.

Megoldas

14+ x+2x%2 +3x3 +56x* +7x> + 11x0 + 15x7 +22x% + ...
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p(n) szdmok generatorfliggvénye

Euler tétele

p(0) + p(1)x + p(2)x* + p(3)x° + p(4)x* + p(5)x° + ... =
A+ x+x°+ 3+ P+ XX X8+ )
A4+ x5+ ) A+ +x0+x°+..)
(A4+x B x2 ) @+ x5+ X0,
(A+xP+ x4+ ) A+ X" +xM 1)

A+ +x+. ) A+ +xB 4. ) ... =
1 1 1 1
T l-x 1—-x2 1—-x3 1—x*% "
1
T (1-x)-(1-x2)-(1-x3)-(1—-x%-...
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(1-x)-(1-x3)-1-x}-1-x"-1-x)-1-x%-(1-x")-...



Mi is volt az el6z6 tort nevezbje?

(1-x)-1-x3)-1-x3)-1=-x"-1-x%)-(1-x%-(1-x)-...

Fejtsiik ki a szorzat tagjait x>° monomig bezardlag. l
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Mi is volt az el6z6 tort nevezbje?

(1-x)-1-x3)-1-x3)-1=-x"-1-x%)-(1-x%-(1-x)-...

Fejtsiik ki a szorzat tagjait x>° monomig bezardlag. \

Megoldas

1—X—X2-|-X5-|-X7—X12—X15+X22+X26—X35—X40-|-...
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Egy Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

1-x)-1-x)-1-x)Q-x"H-1-x)-1-x%...=
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Egy Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

1-x)-1-x)-1-x)Q-x"H-1-x)-1-x%...=

= S (1@

neZ
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Egy Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

1-x)-1-x)-1-x)Q-x"H-1-x)-1-x%...=

= S (1@

neZ

Bizonyitas
Egyetemi tananyag.
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Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

o Egy tetszéleges n szamnak a paratlan tagokra torténd
particidinak szama megegyezik a kiilonbozo tagokra torténd
particidinak szamaval.
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Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

o Egy tetszéleges n szamnak a paratlan tagokra torténd
particidinak szama megegyezik a kiilonbozo tagokra torténd
particidinak szamaval.

o Legyen Pyu(n) = {\: AF n X tagjai kiilonbozbek}.

Legyen Ppsratian(n) = {X : A F n X tagjai paratlanok}.
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Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

o Egy tetszéleges n szamnak a paratlan tagokra torténd
particidinak szama megegyezik a kiilonbozo tagokra torténd
particidinak szamaval.

o Legyen Pyu(n) = {\: AF n X tagjai kiilonbozbek}.

Legyen Ppsratian(n) = {X : A F n X tagjai paratlanok}.

Legyen Pkiil(”) — |Pkii|(n)‘ és pptlan(n) - |Ppt|an(n)|-
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Ujabb Euler-tétel

Euler tétele

o Egy tetszoleges n szamnak a paratlan tagokra torténd
particidinak szama megegyezik a kiilonbozo tagokra torténd
particidinak szamaval.

o Legyen Pyu(n) = {\: AF n X tagjai kiilonbozbek}.

Legyen Ppsratian(n) = {X : A F n X tagjai paratlanok}.

Legyen Pkiil(”) — |Pkii|(n)‘ és pptlan(n) - |Ppt|an(n)|-

Ekkor tetszbleges n természetes szam esetén

Pxiit(n) = Pptian(n).
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Py (8) :
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Koszonom a figyelmet
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