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A Fibonacci-sorozat

Rekurziv definicié

F0:07 F1:17
Fn: n71+Fn72-
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Eredet

e Eurépa: Fibonacci, Liber Abaci (1202).

e India: Szanszkrit verselés tanulmdnyozasa (< 1000).
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Kombinatorikus definicidk

n lépcséfok vezet fel A-bdl B-be. Egy vagy két Iépcséfokot tudunk
egyszerre fellépni. Hanyféleképpen juthatunk fel A-bdl B-be?
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Kombinatorikus definicidk

Kérdés
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Kombinatorikus definicidk

Kérdés
n lépcsofok vezet fel A-bdl B-be. Egy vagy két lépcsofokot tudunk
egyszerre fellépni. Hanyféleképpen juthatunk fel A-bdl B-be?

<

A viélasz F,y1.
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Kombinatorikus definicidk 1.

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.
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Kombinatorikus definicidk 1.

Hanyféleképpen irhaté fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

n==6

14141414141, 1+1+1+1+2 14+1+1+2+1,

141424141, 1414242, 1+2+141+1,
142+1+42, 14242+1, 2414+1+1+1, 241+1+2,
2414241, 2+4241+1, 2+2+2.
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Kombinatorikus definicidk 1.

Hanyféleképpen irhaté fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

n==6

14141414141, 1+1+1+1+2 14+1+1+2+1,

141424141, 1414242, 1+2+141+1,
142+1+42, 14242+1, 2414+1+1+1, 241+1+2,
2414241, 2+4241+1, 2+2+2.

A kérdés izomorf az el6zbvel. A vélasz Fp1.
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-haromszog

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-hdromszog

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

v
Vilasz
v
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-hdromszog

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

v
Vilasz

e Csoportositsuk a lehet8ségeket a 2 tagok szama (k) szerint.
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-hdromszog

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

v
Vilasz

e Csoportositsuk a lehet8ségeket a 2 tagok szama (k) szerint.

o Az Gsszes tag szama (n — 2k) + k =n— k.
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-hdromszog

Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

v
Vilasz

e Csoportositsuk a lehet8ségeket a 2 tagok szama (k) szerint.

o Az Gsszes tag szama (n — 2k) + k =n— k.

e Adott k esetén (";k) lehetéség van.
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Fibonacci-szdmok és a Pascal-hdromszog

Kérdés
Hanyféleképpen irhatd fel n az 1 és 2 szamok osszegeként? A
tagok sorrendje szamit.

N

Vilasz

e Csoportositsuk a lehet8ségeket a 2 tagok szama (k) szerint.

o Az Gsszes tag szama (n — 2k) + k =n— k.

e Adott k esetén (";k) lehetéség van.
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Kombinatorikus definicidk Ill.

Hényféleképpen irhaté fel a pozitiv n szam pozitiv paratlan szamok
osszegeként? A tagok sorrendje szamit.
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Kombinatorikus definicidk Ill.

Hényféleképpen irhaté fel a pozitiv n szam pozitiv paratlan szamok
osszegeként? A tagok sorrendje szamit.

n=7

1+1+1+14+141+41, 141414143, 14+1+1+3+1,

1+14+34+1+1, 1+43+14+1+1, 3+1+1+1+1,
1+3+3, 3+1+3, 3+3+1,
1+1+45 145+1, 5+1+1, 7.
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Kombinatorikus definicidk Ill.

Hényféleképpen irhaté fel a pozitiv n szam pozitiv paratlan szamok
osszegeként? A tagok sorrendje szamit.

n=7

1+1+1+14+141+41, 141414143, 14+1+1+3+1,

1+14+34+1+1, 1+43+14+1+1, 3+1+1+1+1,
1+34+3, 3+1+3, 3+3+1,
1+145, 1+45+1, 5+1+1, 7.

A kérdés izomorf* az el6zbvel. A valasz F,,.
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Taldn a matematika legismertebb sorozata

A Fibonacci-szamokkal gyakran taldlkozhatunk a természetben.
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Taldan a matematika legismertebb sorozata

A Fibonacci-szamokkal gyakran taldlkozhatunk a természetben.

Kozponti botanikai kérdéskor

A levéldllas, levélhelyezkedés vagy dghelyzet (phyllotaxis)
vizsgélata.
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Taldan a matematika legismertebb sorozata

A Fibonacci-szamokkal gyakran taldlkozhatunk a természetben.

Kozponti botanikai kérdéskor
A levélalls, levélhelyezkedés vagy dghelyzet (phyllotaxis)

vizsgélata.
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Taldn a matematika legismertebb sorozata: Nem minden
arany ami fénylik
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Taldan a matematika legismertebb sorozata: Hollywood
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Taldn a matematika legismertebb sorozata: Wall Street
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Taldn a matematika legismertebb sorozata: Miivészet
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Taldn a matematika legismertebb sorozata: Comics

[ MAT GEERS SHowterT BE AL
[ "ANYWALEE nENR Crarnny FouDET”
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Taldn a matematika legismertebb sorozata: Comics

MOM SEWED ONE TWO SPARKLIES T\-IEEE FIBONACC| SEQUINS,
SPARKLY HE HE PARKLIES T COURSE.
PARKLY HERE RE SPARKL OF COURS MATH TEACHERS

AND HERE ULZg\ SHOULDN'T ¥NIT.

FINE E\GHT
SPARKLIES

SPARKLIES
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Fibonacci-szamok novekedése

Eszrevétel

Fo<h=FR<RB<FAR<FRB<FR<FR<FR<FR<...,

2F, 2 < Fp < 2F, 4, han>2

M2 < Fo< 2" ha n > 6.

Hajnal Péter HIMT 2017



Ketto hatvanyok vs Fibonacci szamok

Kett6 hatvanyok Fibonacci-szamok
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Ketto hatvanyok vs Fibonacci szamok

| 1
Kett6 hatvanyok Fibonacci-szamok
[ [ ]
1,2,4,8,16,32,64,128, ... 1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
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| 1
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Ketto hatvanyok vs Fibonacci szamok

| 1
Kett6 hatvanyok Fibonacci-szamok
[ [ ]
1,2,4,8,16,32,64,128, ... 1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
[ [ ]
kn, =2" Fn
[ [ ]
kn+1:2kn:kn+kn Fn+1:Fn+Fn—1
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Ketto hatvanyok vs Fibonacci szdmok

Ketto hatvanyok

[
1,2,4,8,16,32,64,128, ...
[
k, = 2"
[ ]

kn+1 — 2kn = kn + kn
e Ha k, < N < kpy1, akkor

N =k, + M, ahol M < k,

Hajnal Péter

Fibonacci-szamok

1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

Fn

Fn+1:Fn+Fn—1
e Ha F, < N < Fpy1, akkor

N = F,+M, ahol M < F,_1
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.| .|
Kettes szamrendszer Fibonacci-szamrendszer

Hajnal Péter HIMT 2017



Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.| .|
Kettes szamrendszer Fibonacci-szamrendszer
o Helyiértékek: e Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1 13 8 5 3 2 1
N— N— N— N— N— N— N— N— N— N— N— N—
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

Kettes szamrendszer

o Helyiértékek:
32 16 8 4

~—

e Példa: 19
CEE UK.
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2 1
~— N~—r
2 1
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.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:

13
~—r

e Példa: Egy hijan

13
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.| .|
Kettes szamrendszer Fibonacci-szamrendszer
o Helyiértékek: o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1 13 8 5 3 2 1
N— N— N— N— N— N— N— N— N— N— N— N—
e Példa: 19 e Példa: Egy hijan hisz.
32 16 8 4 2 1 13 8 5 3 2 1
N— ~— ~— N— N— ~— ~ N N N N N
0 1 0
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer
o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1
N— N—

~— — ~— N~—r
e Példa: 19
32 16 8 4 2 1
0 1

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
B3 8 5

~—

2
e Példa: Egy hijan hisz.
3

13 8 5 2 1
~—r ~— ~— N— ~—
1 0
HIMT 2017



Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer
o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1
N— N—

e Példa: 19
32 16 8 4 2 1
0 1 0

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
3 8 5 3 2 1

e Példa: Egy hijan hisz.
E_% 8 5 3 2

~—

1 0 1 0
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.| .|

Kettes szamrendszer Fibonacci-szamrendszer

o Helyiértékek: o Helyiértékek:
32 16 8 13 8 5
N— N— N— N— N—

L& 2 2 2L
e Példa: 19 e Példa: Egy hijan husz
2 166 8 4 2 1 13 8 5 3 2 1
0 1 0 0

1 0 1 0
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.| .|

Kettes szamrendszer Fibonacci-szamrendszer

o Helyiértékek: o Helyiértékek:
32 16 8 13 8 5
N— N— N— N— N—

AR 2 2 2L
e Példa: 19 e Példa: Egy hijan hisz
2 16 8 4 2 1 13 8 5 3 2 1
o 1 0 0 1

1 0 1 0 0
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer

o Helyiértékek:
2 o1

e Példa: 19
CRRUN

0 1 0 O 1

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
AN

3 2 1
e Példa: Egy hijan hisz
}_% 8 5 3 2 1

1 0 1 0 0
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer

o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1
~—r ~—r

e Példa: 19
32 16 8 4 2 1

0 1 0 O 1 1

2017 = 111111000015

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
B3 8 5 3 2

1
e Példa: Egy hijan hisz.
E_% 8 5 3 2

~—

1 0 1 0 0

2017 = 1001000010010001 ¢
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer

o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1
~—r ~—r

e Példa: 19
32 16 8 4 2 1

0 1 0 O 1 1
2017 = 111111000015

o 1-gyel kezdddik, kiilonben
TETSZOLEGES.

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
B3 8 5 3 2

1
e Példa: Egy hijan hisz.
B 8 5 3 2

~—

1 0 1 0 O
2017 = 1001000010010001 ¢

o 1-gyel kezdddik, NINCS két
1-es egymds mellett.
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Kettes szamrendszer vs Fibonacci-szamrendszer

.|
Kettes szamrendszer

o Helyiértékek:
32 16 8 4 2 1
~—r ~—r

Példa: 19
32 16 8 4 2 1

0 1 0 O 1 1

2017 = 111111000015

o 1-gyel kezdddik, kiilonben
TETSZOLEGES.

o Egyértelmi felirhatésag!

Hajnal Péter

.|
Fibonacci-szamrendszer

e Helyiértékek:
B3 8 5 3 2

1
e Példa: Egy hijan hisz.
B 8 5 3 2

~—

1 0 1 0 0

2017 = 1001000010010001 ¢

o 1-gyel kezdddik, NINCS két
1-es egymds mellett.

e Egyértelmi felirhatdsag!
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Osszeadas a kettes szdmrendszerben

Alapfeladat

Adjunk Ossze két (vagy tobb) binaris szamrendszerben megadott
szamot.
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Osszeadas a kettes szdmrendszerben

Alapfeladat

Adjunk Ossze két (vagy tobb) binaris szamrendszerben megadott
szamot.

e Naiv 0sszeadds — szabdlytalan szamok, , pénz szamtan”
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Osszeadas a kettes szdmrendszerben

Alapfeladat

Adjunk Ossze két (vagy tobb) binaris szamrendszerben megadott
szamot.

e Naiv 0sszeadds — szabdlytalan szamok, , pénz szamtan”
o ky+ kn=kni1.
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Osszeadas a kettes szdmrendszerben

Alapfeladat

Adjunk Ossze két (vagy tobb) binaris szamrendszerben megadott
szamot.

e Naiv 0sszeadds — szabdlytalan szamok, , pénz szamtan”
o ky+ kn=kni1.
e Jobbrdl balra rendszerezett szamolas.
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Osszeadas a Fibonacci-szamrendszerben

Alapfeladat

Adjunk 6ssze két (vagy tobb) Fibonacci-szdmrendszerben
megadott szamot.

Hajnal Péter HIMT 2017



Osszeadas a Fibonacci-szamrendszerben

Alapfeladat

Adjunk 6ssze két (vagy tobb) Fibonacci-szdmrendszerben
megadott szamot.
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Osszeadas a Fibonacci-szamrendszerben

Alapfeladat

Adjunk 6ssze két (vagy tobb) Fibonacci-szdmrendszerben
megadott szamot.

o Naiv 0sszeadas — szabdlytalan szamok, ,, pénz szamtan”
o Fn+Fn1=Fnpi1.
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Osszeadas a Fibonacci-szamrendszerben

Alapfeladat

Adjunk 6ssze két (vagy tobb) Fibonacci-szdmrendszerben
megadott szamot.

o Naiv 0sszeadas — szabdlytalan szamok, ,, pénz szamtan”
o Fn+Fn1=Fnpi1.
o Fn+ Fo=Fpi1+ Fro, HA n > 3.
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Osszeadas a Fibonacci-szamrendszerben

Alapfeladat
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1964, 1966, 1968, 1984,
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Tanyérok: Az eredet

1964, 1966, 1968, 1984,

Ki miben tudés?
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Téanyérok: A feladat

A dont6 utolsé feladata
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Tanyérok: A feladat

A dont6 utolsé feladata

Egy asztalon egy sorban 6 tanyér van. Ubul mindkét kezével
megragad egy-egy tetszoleges tanyért a hat koziil, és mindkettot
egy hellyel jobbra vagy balra odébb helyezi (ha mar van ott tdnyér,
akkor annak a tetejére). Ezt ismételve el tudja-e érni, hogy az
osszes tanyér egy oszlopba keriiljon ?

Hajnal Péter HIMT 2017



Té nyérOk

Hajnal Péter

o
HIMT 2017



A feladat: asztal, tdnyérok, pakolds.
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A feladat: asztal, tdnyérok, pakolds.

A megoldas: teritd.

«0» «Fr» « > « Q>
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Ki Miben Tuddés megoldas

A feladat: asztal, tanyérok, pakolas.

A megoldas: terito.

/s ./ \J
I I O EE e e .
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Ki Miben Tuddés megoldas

A feladat: asztal, tanyérok, pakolas.

A megoldas: terito.

/s ./ \J
I I O EE e e .

Paritasos meggondolas.
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Fibonacci-tanyérok

Egy uj feladat
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Fibonacci-tanyérok

Egy uj feladat

Egy asztalon egy sorban valahany, valahogy elosztott tanyér van.
Ubul mindkét kezével megragad egy-egy tetszOleges tanyért
amelyek egymds tetején vannak. Az egyiket egy hellyel balra, a
mdsikat két hellyel jobbra odébb helyezi (ha mar van ott tanyér,
akkor annak a tetejére). Ezt ismételve el tudja-e érni, hogy az
osszes tanyér kiilonbozo helyre keriiljon 7
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A megoldas

(4

—/ \/
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A megoldas

‘\_/\_/\:/’ v/ Q

A megoldds menete:

e A kiindulé tanyér-konfiguracié tartéjanak definicidja.
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A megoldas

A megoldds menete:

e A kiindulé tanyér-konfiguracié tartéjanak definicidja.

e A tartdn kivuli rész harmasokra bontasa.
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A megoldas

A megoldds menete:

e A kiindulé tanyér-konfiguracié tartéjanak definicidja.
e A tartdn kiviili rész hdrmasokra bontdsa.
e HA egy hdrmasba tanyér keriil, akkor ott MARAD is tanyér.
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A megoldas

A megoldds menete:

e A kiindulé tanyér-konfiguracié tartéjanak definicidja.
e A tartdn kiviili rész hdrmasokra bontdsa.
e HA egy hdrmasba tanyér keriil, akkor ott MARAD is tanyér.

e A tanyér-konfiguracid szélessége nem nohet korlatlanul.
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A megoldas

A megoldds menete:

e A kiindulé tanyér-konfiguracié tartéjanak definicidja.

A tartén kivuli rész harmasokra bontasa.

HA egy harmasba tanyér keril, akkor ott MARAD is tanyér.

A tanyér-konfiguracié szélessége nem nohet korlatlanul.

A silypont monoton médon mozog.
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Stolarsky-tablazat

2

6

11
15
19
23
28
32
36

18

31
37
45
52
58

5

16
29
39
50
60
73
84
94
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110
199
267
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576
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178
322
432
555
665
809
932



Stolarsky-tablazat

1 2 3 5 8 13 21 34 55
4 6 10 16 26 42 68 110 178
7 11 18 29 47 76 123 199 322
9 15 24 39 63 102 165 267 432
12 19 31 50 81 131 212 343 555
14 23 37 60 97 157 254 411 665
17 28 45 73 118 191 309 500 809
20 32 52 B4 136 220 356 576 932
22 36 58 94 152 246 398 644 1042 ...

Minden Fibonacci-sémanak eleget tevo sorozat ,, benne van” a
Stolarsky-tablazatban.
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Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

4

Példak
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Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

4

Példak

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
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Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

Példak

| A

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
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Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

Példak

| A

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

2,1,3,4,7,11,18,29,47, ...

Hajnal Péter HIMT 2017



Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

Példak

| A

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
2,1,3,4,7,11,18,29,47, ...

Lo, 0%, 0% 0% 0%, 0% 0", B,
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Fibonacci-séma

Egy sorozat Fibonacci-sémdji, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
tagja az el6z6 kettd tagjanak osszege.

Példak

| A

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
2,1,3,4,7,11,18,29,47, ...

Lo, 0%, 0% 0% 0%, 0% 0", B,

1 7 -8

790_27790379047790_5790_677@_ Py
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Fibonacci-sémdju sorozatok: Elég az elso két tag ismerete

Sorozat/o, || Elsé tag/oo | Médsodik tag/o1
On 0 0
F, 0 1
Fn_1 1 0
Fnt1 1 1
L, 2 1
b, : 1 %)
v, : 1 -1/
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Binet-képlet

Tétel (Euler, Daniel Bernoulli, de Moivre, Binet)
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Koszonom a figyelmet!
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