El6szé

A kombinatorika a matematika egyik legfiatalabb és leggyorsabban fejléd6
aga. Ez egymagaban is indokolja, hogy a kozépiskolai oktatdsban az eddigieknél
nagyobb szerepet kapjon.

A feladatgylijtemény az alapvetd fogalmakrol és feladatokrdl (megoldédsaikkal
egylitt) olyan osszedllitast ad, amely segitséget nytjt a kombinatorikai ismeretek
megszerzéséhez, kozépiskolai tanitdsdhoz.

A feladatokat kiilonb6z6, kézépiskolasoknak szolé folydiratokbdl, versenyekbol
valasztottam. A folydiratok koziil kiilonosen a Kozépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok (KOMAL) és a Kvant (Szovjetuni6), a versenyek koziil az Arany
Déniel Kozépiskolai Tanuléverseny, az Orszdgos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny
(OKTV), a Kiirschdk J6zsef Matematikai Tanuléverseny és a Nemzetkozi Matem-
atikai Didkolimpia (IMO) szolgéltattak bOséges forrast. Az ezekbdl val felada-
tokndl a forrast megjeloltem. Sok feladatot kozépiskolai szakkorok sordn ismertem
meg, ezeknél nem tudtam pontos forrdst kézolni. Az egyes megjegyzett forrasok
sem mindig megbizhatéak. Van feladat, amely tSbb helyen, kiilonb6z6 forrdsokkal
megjelolve ismert. Ezeknél a szdmomra ismert legels6 kozlés helyét tiintettem fel.

A feladatok nehézsége valtozé. Az egyszerl gyakorld feladatoktdl kezdve a
Kiirschak-versenyen, illetve a Nemzetkozi Matematikai Olimpian kitiizott felada-
tokig terjednek. A legnehezebbnek vélt feladatokat * jellel lattam el. Olyan fe-
ladatokat is valasztottam, amelyekhez kozépiskolai anyagon tilmend ismeretek
sziikségesek (példaul a komplex szdmok ismerete). Vannak feladatok, amelyek
megoldasdhoz késobb szereplé elméleti anyag sziikséges. Ezekben az esetekben
mindig kitettem a figyelmezteté *-ot. A feladatok elhelyezésénél féleg arra iigyel-
tem, hogy a hasonlé tipusi feladatok keriiljenek Gssze.

A feladatok sorat elméleti megjegyzések szakitjak meg. Ezek megvilagitjik,
osszefoglaljak a feladatok mogott 1éve fogalmakat, illetve moédszereket. Ezeket a
részeket bettikkel jeloltem meg (példdul 13.b. a 13. fejezet mésodik, b jell elméleti
kitéréjét jeloli).

A megoldasok kozé is iktattam elméleti 6sszefoglaldt, illetve irdnymutaté meg-
jegyzéseket. Ezek a megjegyzések onmagukban is értheték. Ezek f6leg akkor
hasznosak, ha az olvasé megoldotta az el6z6 feladatot (el6z6 feladatokat). Ezeket
a részeket nagybetiikkel jeloltem meg (példaul 18.C. a 18. fejezet megoldasai kozott
taldlhaté harmadik, azaz C jelzésii, elméleti kitér6). A megolddsok kozotti meg-
jegyzések azt is sugalljdk, hogy a megoldas elolvasdsa és annak megértése nem
jelentheti a ,feladat kipipalasat”, azaz nem allhatunk meg azzal, hogy ,ezt is
tudom”. Egy sikeres megoldas a jo problémamegoldét tovabbi gondolkodésra
készteti. A megolddson valé elgondolkodds, az altaldnos tanulsidgok levondsa a



késébbi feladatmegoldasokndl kamatozik. Egy megoldds tovabbgondolasa sokszor
ijabb kérdéseket vet fel, és ijabb problémak megolddsara sarkallhat.

A megoldasok részletezése valtozatos. Altaldban torekedtem részletes
megoldas megadésara, azonban tobbszor a megoldas leirdsa nagyobb lépésekben
tortént. Ennek az az oka, hogy a megoldas {6 gondolatatdl kissé idegen, a feladat
Otletét nem érintd technikai részletekkel nem akartam ndvelni a megoldas hosszat
(a gyakorlatlanabb feladatmegolddk figyelmét ezzel nem tereltem el a ,1ényeges”
Otletekrdl). Néhol az azonos Otletek ismétlését kikeriiltem a korabbi feladatokra
vagy megoldasokra val6 utalassal. A gyakorlott feladatmegoldé a hidnyzo 1épéseket
kénnyen betdltheti, mig a gyakorlatlanabb olvasé tjabb feladattal taldlja magat
szemben (ez az dra annak, hogy a részletekben nem vesziink el). Egyes esetek-
ben a megoldas inkdbb 6tletnek vagy utmutatdsnak tekinthets, amely alapjan egy
részletes megoldés kidolgozdsa mar nem nehéz, de munkat igényl6 feladat.

A feladatgytlijtemény elsd két fejezete két nagyon fontos bizonyitdsi médszerrel
foglalkozik, a skatulyaelvvel és a teljes indukcidval.

A tovébbi fejezetek mar szorosabban vett kombinatorikai témdk. Az egyes
problémakordk felsoroldsa elétt megprobaljuk megfogalmazni, hogy mit értiink
,kombinatorika” alatt. A kombinatorika (mint a matematika t6bbi dga) nem
definidlhaté pontosan.  Sokak szemében a kombinatorika a matematikdnak
a szérakoztaté problémdk megolddsaval foglalkozé része. Természetesen az
elkotelezett feladatmegoldé szamdara minden probléma szérakoztaté lehet. A kom-
binatorikai problémdk taldn abban kiilonbéznek a matematika megszokottabb
agaiban (geometridban, algebraban, analizisben) felmeriil§ probléméktdl, hogy a
hasznélt fogalmak joval egyszertibbek. Vannak érdekes, fontos kombinatorikai
strukturak, amelyek leirhatok a sakktabla vagy egy jaték segitségével.

A geometria megszokott alapfogalmai: pont, egyenes, sik, parhuzamossig,
illeszkedés, hossziisdg, szog...; az analizis megszokott alapfogalmai: fiiggvény,
folytonossag, hatarérték. . .; az algebra megszokott alapfogalmai: kommutativitas,
részstruktira, izomorfia... A fent felsorolt alapfogalmak gondolkoddsi mdédokat
is sugallnak. A legtobb geometriai feladat esetén mindenki megprébal egy ra-
jzot késziteni, segédegyeneseket rajzolni, egy geometriai transzformdcioval sz-
impatikusabb alakra hozni a problémét... Egy analizis feladat esetén sokszor
az elsé természetes 1épés a szerepld fliggvények folytonossiganak, viselkedésének
vizsgalata. Az algebra fejlédése sordn a strukturdlis szemléletmdd alakult ki. Egy
adott struktira esetén a felismert Gsszefliggések és a miuveleti szabdlyok kozotti
kapcsolat tolt be kozponti szerepet. Ezeket az alapfogalmakat és az éltaluk fel-
vetett gondolatokat, kérdéseket tigy is felfoghatjuk, mint egy szemiiveget. Igazabdl
a problémdak a matematika mozgatdi. Gyakran a probléma felvetése és megoldésa
is egyféle nyelvezetet és moédszert, példdul a geometria nyelvezetét és modszereit
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hasznalja. De a koordindtageometria ismerdi tudjak, hogy egy euklideszi ge-
ometridra vonatkozé kérdés algebrai (aritmetikai) nyelven is megfogalmazhato,
és a kérdés megoldasa a valds szdmok algebrai strukturdjaban valé munkéaval
is megoldhaté. A jol ismert Cauchy—Schwartz-egyenlétlenség (x,y,a, 3 valdés
szamok esetén ax + By < (/a2 + B2\/x? + y?) valés szamokra vonatkozik, de
olvashaté geometriai szemmel is: két vektor skaldris szorzata feliilr6l becsiilhetd
hosszuk szorzataval.

A kombinatorika definicidja helyett célszertibb az alapfogalmait felsorolni:
véges halmaz, véges halmazok egy rendszere, graf, algoritmus... Ezek az alap-
fogalmak is gondolkoddsmddot, szemléletet sugallnak. Ennek kialakuldsa utdn
a problémakat tekinthetjiik , kombinatorikai szemiivegen” keresztiil. Mi a kom-
binatorikus szemlélet? Ezt szoktdk diszkrét szemléletnek is nevezni. FEz a
széhasznélat azonban eltér a diszkrét szé mindennapi hasznalatatdl. A ,,diszkrét”
jelzé valamilyen értelemben a ,,folytonos” jelz6 ellentéte. Egy struktura diszkrét,
ha alkotéelemei elkiiléniiltek, ha nincs koztiik kapcsolat. (Ezeknek a mondatok-
nak nem kell és nem is lehet matematikai jelentést adni, mivel a benne szerepl6
fogalmakat nem definidltuk. Jelentésiiket akkor értjiik meg teljességében, amikor
elég sok példan keresztiil ismeriink meg diszkrét és nem diszkrét jelenségeket,
struktirdkat). Nézzlink néhany példat.

A legklasszikussabb diszkrét struktira a halmaz, véges halmaz. Az egyik leg-
fontosabb vele kapcsolatos fogalom az elemszdma (szdmossiga). Ezzel el is jutot-
tunk az elsé nagyon fontos kombinatorikai problém&hoz: ,, Adott egy véges halmaz.
Hatérozzuk meg az elemszamat.” Az ilyen tipusi kérdéseket dsszeszdmldldsi vagy
megszdmldldsi problémdknak nevezziik. (Szeretnénk elkeriilni a megszokottd vélt,
de félreérthetd leszamldlasi problémék széhasznalatot. Remélem, ezzel nem sértem
meg azokat, akik a leszamldldsi jelz6t a matematikai szaknyelv részének tekintik.)

Az alapkérdés nagyon egyszeriinek tiinik, de ilyen médon igen fogés problémak
is felvethet6ék. H. Ddérrie ,,Diadalmas matematika” cimii munkéjaban klasszikus
matematikai problémdkat gyujtétt Ossze. Ezek kozil tobb ebbe a kategdéridba
sorolhat6. Csak egy példat adunk: ,,Valaki n levelet ir, és felirja n boritékra a
levelekhez tartozé cimzéséket. Hanyféleképpen teheti a leveleket a nem hozzajuk
tartozé cimzést visel6 boritékokba?” Az elcserélt levelek probléméjanak nevezett
kérdésre H. Dérrie kényve két nagy matematikus, N. Bernoulli és L. Euler nevét
is emliti, 6k egymastdl fliggetleniil megoldottdk a problémét.

Osszeszamlsldsi problémskkal foglalkozik a 3—8. fejezet. A 3—5. fe-
jezet specidlis tipusi dolgok (részhalmazok, sorbadllitdsok, leképezések) os-
szeszamlaldsdval foglalkozik. A 6—7. fejezet két Osszeszdmldldsi technikdt is-
mertet: a linedris rekurziét és a szitamddszert. A 8. fejezet vegyes problémakat
targyal.

A kombinatorika egyik legismertebb probléméaja a négyszinprobléma. A
kérdés térképek szinezéseivel kapcsolatos. Gyakorld térképszinezdk tapaszta-
lati tényként észrevették, hogy az altaluk kezelt Gsszes térkép szinezése (azzal
a természetes feltétellel, hogy a szomszédos tartomédnyok eltérd szint kapjanak)
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megoldhaté négy szinnel. A probléma egyszertiségénél fogva igen népszeriivé valt,
és igen sok matematikus dolgozott rajta. De hol van itt a diszkrét struktira? A
térkép inkdbb egy geometriai fogalomnak tiinik. Ez a kérdésfeltevés elvezet a graf
fogalmédhoz. R4 kell jonniink, hogy a feladat szempontjdbdl csak a tartomanyok
halmaza és a koztiik 16ve szomszédsagi viszonyok szamitanak. A probléma szem-
pontjabdl az egyes tartomanyok alakja, teriilete, népessége teljesen lényegtelen.

A 9. fejezet a grafelméleti alapfogalmakat ismerteti, és gyakorlasukra ad fe-
ladatokat. A 10—15. fejezet egy-egy grafelméleti fogalmat vezet be, és a vele
kapcsolatos kérdéseket vizsgdlja. A 16. fejezet vegyes grafelméleti problémakat
ismertet.

Az egyik legfontosabb és legaltalanosabb kombinatorikai struktira egy véges
halmaz részhalmazainak egy rendszere. Nézziik a kovetkez6 kérdést: Hany vezérre
van sziikségiink ahhoz, hogy egy sakktabla Gsszes mezejét iités alatt tartsuk? Egy
vezér bizonyos mezbket iit. Ezek a mezOk az Osszes 64 mezd egy részhalmazat
alkotjdk. A vezér 64-féle elhelyezéséhez igy 64 halmazt rendelhetiink. Vezérek egy
elhelyezése akkor tartja Utés alatt az Osszes mezdt, ha a megfelel§ részhalmazok
uni6ja a teljes halmaz (az Gsszes 64 mez6 halmaza). fgy a kérdést mas médon is
megfogalmazhatjuk: Adott egy 64 elemii halmaz 64 részhalmaza (lasd a fentieket).
Legalabb hany halmazt kell kivdlasztanunk ahhoz, hogy a kivalasztott halmazok
ylefedjék” a teljes halmazt? A 17. fejezet témdja a halmazrendszerek.

Az utolsé, 18. fejezetben az algoritmuselméleti problémdakat gylijtéttem Os-
sze. A szamitégép, a digitdlis technika matematikai leirdsara a diszkrét mod-
ell a legalkalmasabb. Feladatgytlijteménylink nem vallalkozik az ezzel kapcso-
latos matematikai fogalmak tisztdzaséra (a technikai nehézségek miatt erre nem is
véllalkozhat), de néhany rokon fogalom méar kozépiskolaban is targyalhaté.

A diszkrét matematika fogalmai nagyon egyszeriiek, konnyen érthetdk és
természetesek egy fiatal didk szadmdara. Remélem, azok a tanarok, akiknek
lehet6ségiik van érdeklédd didkokkal foglalkozni, felhaszndljak ezt a fela-
datgytjteményt arra, hogy tanuldikkal megszerettessék a problémamegolddst és
a logikus gondolkodést.

En is tandraim dtmutatdsaval szerettem meg a matematikdt. Ezuton is
koszonetet mondok mindazoknak akik tanitottak és szakkorvezetéim voltak. Min-
dazokat, amiket t6liik tanultam, szeretném tovabbadni. SegitOkészségiik nélkiil ez
a feladatgyiijtemény sem késziilt volna el.

Egy személyt azonban ki kell emelnem a sorbdl. Edesapdm volt az, aki mar
fiatal koromban megszeretette velem a matematikdt. A vele tortént beszélgetések
soran a logikus gondolkozds és a tiszta fogalmazas fontossidga szinte észrevétleniil
belém ivédott. Remélem, hogy amit Tole tanultam, azt feladatgytjteményben
legalabb részben vissza tudtam adni. Segitokészsége nélkiil ez a feladatgytijtemény
sem késziilt volna el.
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Eziton is koszonom Simonovits Miklés és Totik Vilmos észrevételeit, amelyek
jelentos segitséget adtak munkdmhoz.

Kiilon koszonet illeti Liptdk Laszlét, aki rendkivili figyelemmel &atolvasta
és értékes megjegyzésekkel latta el a feladatgyljteményt. Tandcsai nagyban
javitottak a konyv hasznalhatésagat.

Ko6sz6nom az OTKA F4024 és T016349 pélydzatainak tamogatasat is.
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