
El}osz�o

A kombinatorika a matematika egyik leg�atalabb �es leggyorsabban fejl}od}o

�aga. Ez egymag�aban is indokolja, hogy a k�oz�episkolai oktat�asban az eddigiekn�el

nagyobb szerepet kapjon.

A feladatgy}ujtem�eny az alapvet}o fogalmakr�ol �es feladatokr�ol (megold�asaikkal

egy�utt) olyan �ossze�all��t�ast ad, amely seg��ts�eget ny�ujt a kombinatorikai ismeretek

megszerz�es�ehez, k�oz�episkolai tan��t�as�ahoz.

A feladatokat k�ul�onb�oz}o, k�oz�episkol�asoknak sz�ol�o foly�oiratokb�ol, versenyekb}ol

v�alasztottam. A foly�oiratok k�oz�ul k�ul�on�osen a K�oz�episkolai Matematikai �es

Fizikai Lapok (K

�

OMAL) �es a Kvant (Szovjetuni�o), a versenyek k�oz�ul az Arany

D�aniel K�oz�episkolai Tanul�overseny, az Orsz�agos K�oz�episkolai Tanulm�anyi Verseny

(OKTV), a K�ursch�ak J�ozsef Matematikai Tanul�overseny �es a Nemzetk�ozi Matem-

atikai Di�akolimpia (IMO) szolg�altattak b}os�eges forr�ast. Az ezekb}ol val�o felada-

tokn�al a forr�ast megjel�oltem. Sok feladatot k�oz�episkolai szakk�or�ok sor�an ismertem

meg, ezekn�el nem tudtam pontos forr�ast k�oz�olni. Az egyes megjegyzett forr�asok

sem mindig megb��zhat�oak. Van feladat, amely t�obb helyen, k�ul�onb�oz}o forr�asokkal

megjel�olve ismert. Ezekn�el a sz�amomra ismert legels}o k�ozl�es hely�et t�untettem fel.

A feladatok neh�ezs�ege v�altoz�o. Az egyszer}u gyakorl�o feladatokt�ol kezdve a

K�ursch�ak-versenyen, illetve a Nemzetk�ozi Matematikai Olimpi�an kit}uz�ott felada-

tokig terjednek. A legnehezebbnek v�elt feladatokat * jellel l�attam el. Olyan fe-

ladatokat is v�alasztottam, amelyekhez k�oz�episkolai anyagon t�ulmen}o ismeretek

sz�uks�egesek (p�eld�aul a komplex sz�amok ismerete). Vannak feladatok, amelyek

megold�as�ahoz k�es}obb szerepl}o elm�eleti anyag sz�uks�eges. Ezekben az esetekben

mindig kitettem a �gyelmeztet}o *-ot. A feladatok elhelyez�es�en�el f}oleg arra �ugyel-

tem, hogy a hasonl�o t��pus�u feladatok ker�uljenek �ossze.

A feladatok sor�at elm�eleti megjegyz�esek szak��tj�ak meg. Ezek megvil�ag��tj�ak,

�osszefoglalj�ak a feladatok m�og�ott l�ev}o fogalmakat, illetve m�odszereket. Ezeket a

r�eszeket bet}ukkel jel�oltem meg (p�eld�aul 13.b. a 13. fejezet m�asodik, b jel}u elm�eleti

kit�er}oj�et jel�oli).

A megold�asok k�oz�e is iktattam elm�eleti �osszefoglal�ot, illetve ir�anymutat�o meg-

jegyz�eseket. Ezek a megjegyz�esek �onmagukban is �erthet}ok. Ezek f}oleg akkor

hasznosak, ha az olvas�o megoldotta az el}oz}o feladatot (el}oz}o feladatokat). Ezeket

a r�eszeket nagybet}ukkel jel�oltem meg (p�eld�aul 18.C. a 18. fejezet megold�asai k�oz�ott

tal�alhat�o harmadik, azaz C jelz�es}u, elm�eleti kit�er}o). A megold�asok k�oz�otti meg-

jegyz�esek azt is sugallj�ak, hogy a megold�as elolvas�asa �es annak meg�ert�ese nem

jelentheti a

"

feladat kipip�al�as�at", azaz nem �allhatunk meg azzal, hogy

"

ezt is

tudom". Egy sikeres megold�as a j�o probl�emamegold�ot tov�abbi gondolkod�asra

k�eszteti. A megold�ason val�o elgondolkod�as, az �altal�anos tanuls�agok levon�asa a
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k�es}obbi feladatmegold�asokn�al kamatozik. Egy megold�as tov�abbgondol�asa sokszor

�ujabb k�erd�eseket vet fel, �es �ujabb probl�em�ak megold�as�ara sarkallhat.

A megold�asok r�eszletez�ese v�altozatos.

�

Altal�aban t�orekedtem r�eszletes

megold�as megad�as�ara, azonban t�obbsz�or a megold�as le��r�asa nagyobb l�ep�esekben

t�ort�ent. Ennek az az oka, hogy a megold�as f}o gondolat�at�ol kiss�e idegen, a feladat

�otlet�et nem �erint}o technikai r�eszletekkel nem akartam n�ovelni a megold�as hossz�at

(a gyakorlatlanabb feladatmegold�ok �gyelm�et ezzel nem tereltem el a

"

l�enyeges"

�otletekr}ol). N�ehol az azonos �otletek ism�etl�es�et kiker�ultem a kor�abbi feladatokra

vagy megold�asokra val�o utal�assal. A gyakorlott feladatmegold�o a hi�anyz�o l�ep�eseket

k�onnyen bet�oltheti, m��g a gyakorlatlanabb olvas�o �ujabb feladattal tal�alja mag�at

szemben (ez az �ara annak, hogy a r�eszletekben nem vesz�unk el). Egyes esetek-

ben a megold�as ink�abb �otletnek vagy �utmutat�asnak tekinthet}o, amely alapj�an egy

r�eszletes megold�as kidolgoz�asa m�ar nem neh�ez, de munk�at ig�enyl}o feladat.

? ? ?

A feladatgy}ujtem�eny els}o k�et fejezete k�et nagyon fontos bizony��t�asi m�odszerrel

foglalkozik, a skatulyaelvvel �es a teljes indukci�oval.

A tov�abbi fejezetek m�ar szorosabban vett kombinatorikai t�em�ak. Az egyes

probl�emak�or�ok felsorol�asa el}ott megpr�ob�aljuk megfogalmazni, hogy mit �ert�unk

"

kombinatorika" alatt. A kombinatorika (mint a matematika t�obbi �aga) nem

de�ni�alhat�o pontosan. Sokak szem�eben a kombinatorika a matematik�anak

a sz�orakoztat�o probl�em�ak megold�as�aval foglalkoz�o r�esze. Term�eszetesen az

elk�otelezett feladatmegold�o sz�am�ara minden probl�ema sz�orakoztat�o lehet. A kom-

binatorikai probl�em�ak tal�an abban k�ul�onb�oznek a matematika megszokottabb

�agaiban (geometri�aban, algebr�aban, anal��zisben) felmer�ul}o probl�em�akt�ol, hogy a

haszn�alt fogalmak j�oval egyszer}ubbek. Vannak �erdekes, fontos kombinatorikai

strukt�ur�ak, amelyek le��rhat�ok a sakkt�abla vagy egy j�at�ek seg��ts�eg�evel.

A geometria megszokott alapfogalmai: pont, egyenes, s��k, p�arhuzamoss�ag,

illeszked�es, hossz�us�ag, sz�og. . .; az anal��zis megszokott alapfogalmai: f�uggv�eny,

folytonoss�ag, hat�ar�ert�ek. . .; az algebra megszokott alapfogalmai: kommutativit�as,

r�eszstrukt�ura, izomor�a. . . A fent felsorolt alapfogalmak gondolkod�asi m�odokat

is sugallnak. A legt�obb geometriai feladat eset�en mindenki megpr�ob�al egy ra-

jzot k�esz��teni, seg�edegyeneseket rajzolni, egy geometriai transzform�aci�oval sz-

impatikusabb alakra hozni a probl�em�at. . . Egy anal��zis feladat eset�en sokszor

az els}o term�eszetes l�ep�es a szerepl}o f�uggv�enyek folytonoss�ag�anak, viselked�es�enek

vizsg�alata. Az algebra fejl}od�ese sor�an a struktur�alis szeml�eletm�od alakult ki. Egy

adott strukt�ura eset�en a felismert �osszef�ugg�esek �es a m}uveleti szab�alyok k�oz�otti

kapcsolat t�olt be k�ozponti szerepet. Ezeket az alapfogalmakat �es az �altaluk fel-

vetett gondolatokat, k�erd�eseket �ugy is felfoghatjuk, mint egy szem�uveget. Igaz�ab�ol

a probl�em�ak a matematika mozgat�oi. Gyakran a probl�ema felvet�ese �es megold�asa

is egyf�ele nyelvezetet �es m�odszert, p�eld�aul a geometria nyelvezet�et �es m�odszereit
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haszn�alja. De a koordin�atageometria ismer}oi tudj�ak, hogy egy euklideszi ge-

ometri�ara vonatkoz�o k�erd�es algebrai (aritmetikai) nyelven is megfogalmazhat�o,

�es a k�erd�es megold�asa a val�os sz�amok algebrai strukt�ur�aj�aban val�o munk�aval

is megoldhat�o. A j�ol ismert Cauchy|Schwartz-egyenl}otlens�eg (x; y; �; � val�os

sz�amok eset�en �x + �y �
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) val�os sz�amokra vonatkozik, de

olvashat�o geometriai szemmel is: k�et vektor skal�aris szorzata fel�ulr}ol becs�ulhet}o

hosszuk szorzat�aval.

A kombinatorika de�n��ci�oja helyett c�elszer}ubb az alapfogalmait felsorolni:

v�eges halmaz, v�eges halmazok egy rendszere, gr�af, algoritmus. . . Ezek az alap-

fogalmak is gondolkod�asm�odot, szeml�eletet sugallnak. Ennek kialakul�asa ut�an

a probl�em�akat tekinthetj�uk

"

kombinatorikai szem�uvegen" kereszt�ul. Mi a kom-

binatorikus szeml�elet? Ezt szokt�ak diszkr�et szeml�eletnek is nevezni. Ez a

sz�ohaszn�alat azonban elt�er a diszkr�et sz�o mindennapi haszn�alat�at�ol. A

"

diszkr�et"

jelz}o valamilyen �ertelemben a

"

folytonos" jelz}o ellent�ete. Egy strukt�ura diszkr�et,

ha alkot�oelemei elk�ul�on�ultek, ha nincs k�ozt�uk kapcsolat. (Ezeknek a mondatok-

nak nem kell �es nem is lehet matematikai jelent�est adni, mivel a benne szerepl}o

fogalmakat nem de�ni�altuk. Jelent�es�uket akkor �ertj�uk meg teljess�eg�eben, amikor

el�eg sok p�eld�an kereszt�ul ismer�unk meg diszkr�et �es nem diszkr�et jelens�egeket,

strukt�ur�akat). N�ezz�unk n�eh�any p�eld�at.

A legklasszikussabb diszkr�et strukt�ura a halmaz, v�eges halmaz. Az egyik leg-

fontosabb vele kapcsolatos fogalom az elemsz�ama (sz�amoss�aga). Ezzel el is jutot-

tunk az els}o nagyon fontos kombinatorikai probl�em�ahoz:

"

Adott egy v�eges halmaz.

Hat�arozzuk meg az elemsz�am�at." Az ilyen t��pus�u k�erd�eseket �osszesz�aml�al�asi vagy

megsz�aml�al�asi probl�em�aknak nevezz�uk. (Szeretn�enk elker�ulni a megszokott�a v�alt,

de f�elre�erthet}o lesz�aml�al�asi probl�em�ak sz�ohaszn�alatot. Rem�elem, ezzel nem s�ertem

meg azokat, akik a lesz�aml�al�asi jelz}ot a matematikai szaknyelv r�esz�enek tekintik.)

Az alapk�erd�es nagyon egyszer}unek t}unik, de ilyen m�odon igen fog�os probl�em�ak

is felvethet}ok. H. D�orrie

"

Diadalmas matematika" c��m}u munk�aj�aban klasszikus

matematikai probl�em�akat gy}ujt�ott �ossze. Ezek k�oz�ul t�obb ebbe a kateg�ori�aba

sorolhat�o. Csak egy p�eld�at adunk:

"

Valaki n levelet ��r, �es fel��rja n bor��t�ekra a

levelekhez tartoz�o c��mz�es�eket. H�anyf�elek�eppen teheti a leveleket a nem hozz�ajuk

tartoz�o c��mz�est visel}o bor��t�ekokba?" Az elcser�elt levelek probl�em�aj�anak nevezett

k�erd�esre H. D�orrie k�onyve k�et nagy matematikus, N. Bernoulli �es L. Euler nev�et

is eml��ti, }ok egym�ast�ol f�uggetlen�ul megoldott�ak a probl�em�at.

�

Osszesz�aml�al�asi probl�em�akkal foglalkozik a 3|8. fejezet. A 3|5. fe-

jezet speci�alis t��pus�u dolgok (r�eszhalmazok, sorba�all��t�asok, lek�epez�esek) �os-

szesz�aml�al�as�aval foglalkozik. A 6|7. fejezet k�et �osszesz�aml�al�asi technik�at is-

mertet: a line�aris rekurzi�ot �es a szitam�odszert. A 8. fejezet vegyes probl�em�akat

t�argyal.

A kombinatorika egyik legismertebb probl�em�aja a n�egysz��nprobl�ema. A

k�erd�es t�erk�epek sz��nez�eseivel kapcsolatos. Gyakorl�o t�erk�epsz��nez}ok tapaszta-

lati t�enyk�ent �eszrevett�ek, hogy az �altaluk kezelt �osszes t�erk�ep sz��nez�ese (azzal

a term�eszetes felt�etellel, hogy a szomsz�edos tartom�anyok elt�er}o sz��nt kapjanak)
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megoldhat�o n�egy sz��nnel. A probl�ema egyszer}us�eg�en�el fogva igen n�epszer}uv�e v�alt,

�es igen sok matematikus dolgozott rajta. De hol van itt a diszkr�et strukt�ura? A

t�erk�ep ink�abb egy geometriai fogalomnak t}unik. Ez a k�erd�esfeltev�es elvezet a gr�af

fogalm�ahoz. R�a kell j�onn�unk, hogy a feladat szempontj�ab�ol csak a tartom�anyok

halmaza �es a k�ozt�uk l�ev}o szomsz�eds�agi viszonyok sz�am��tanak. A probl�ema szem-

pontj�ab�ol az egyes tartom�anyok alakja, ter�ulete, n�epess�ege teljesen l�enyegtelen.

A 9. fejezet a gr�afelm�eleti alapfogalmakat ismerteti, �es gyakorl�asukra ad fe-

ladatokat. A 10|15. fejezet egy-egy gr�afelm�eleti fogalmat vezet be, �es a vele

kapcsolatos k�erd�eseket vizsg�alja. A 16. fejezet vegyes gr�afelm�eleti probl�em�akat

ismertet.

Az egyik legfontosabb �es leg�altal�anosabb kombinatorikai strukt�ura egy v�eges

halmaz r�eszhalmazainak egy rendszere. N�ezz�uk a k�ovetkez}o k�erd�est: H�any vez�erre

van sz�uks�eg�unk ahhoz, hogy egy sakkt�abla �osszes mezej�et �ut�es alatt tartsuk? Egy

vez�er bizonyos mez}oket �ut. Ezek a mez}ok az �osszes 64 mez}o egy r�eszhalmaz�at

alkotj�ak. A vez�er 64-f�ele elhelyez�es�ehez ��gy 64 halmazt rendelhet�unk. Vez�erek egy

elhelyez�ese akkor tartja �ut�es alatt az �osszes mez}ot, ha a megfelel}o r�eszhalmazok

uni�oja a teljes halmaz (az �osszes 64 mez}o halmaza).

�

Igy a k�erd�est m�as m�odon is

megfogalmazhatjuk: Adott egy 64 elem}u halmaz 64 r�eszhalmaza (l�asd a fentieket).

Legal�abb h�any halmazt kell kiv�alasztanunk ahhoz, hogy a kiv�alasztott halmazok

"

lefedj�ek" a teljes halmazt? A 17. fejezet t�em�aja a halmazrendszerek.

Az utols�o, 18. fejezetben az algoritmuselm�eleti probl�em�akat gy}ujt�ottem �os-

sze. A sz�am��t�og�ep, a digit�alis technika matematikai le��r�as�ara a diszkr�et mod-

ell a legalkalmasabb. Feladatgy}ujtem�eny�unk nem v�allalkozik az ezzel kapcso-

latos matematikai fogalmak tiszt�az�as�ara (a technikai neh�ezs�egek miatt erre nem is

v�allalkozhat), de n�eh�any rokon fogalom m�ar k�oz�episkol�aban is t�argyalhat�o.

? ? ?

A diszkr�et matematika fogalmai nagyon egyszer}uek, k�onnyen �erthet}ok �es

term�eszetesek egy �atal di�ak sz�am�ara. Rem�elem, azok a tan�arok, akiknek

lehet}os�eg�uk van �erdekl}od}o di�akokkal foglalkozni, felhaszn�alj�ak ezt a fela-

datgy}ujtem�enyt arra, hogy tanul�oikkal megszerettess�ek a probl�emamegold�ast �es

a logikus gondolkod�ast.

�

En is tan�araim �utmutat�as�aval szerettem meg a matematik�at. Ez�uton is

k�osz�onetet mondok mindazoknak akik tan��tottak �es szakk�orvezet}oim voltak. Min-

dazokat, amiket t}ol�uk tanultam, szeretn�em tov�abbadni. Seg��t}ok�eszs�eg�uk n�elk�ul ez

a feladatgy}ujtem�eny sem k�esz�ult volna el.

Egy szem�elyt azonban ki kell emelnem a sorb�ol.

�

Edesap�am volt az, aki m�ar

�atal koromban megszeretette velem a matematik�at. A vele t�ort�ent besz�elget�esek

sor�an a logikus gondolkoz�as �es a tiszta fogalmaz�as fontoss�aga szinte �eszrev�etlen�ul

bel�em iv�odott. Rem�elem, hogy amit T}ole tanultam, azt feladatgy}ujtem�enyben

legal�abb r�eszben vissza tudtam adni. Seg��t}ok�eszs�ege n�elk�ul ez a feladatgy}ujtem�eny

sem k�esz�ult volna el.
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