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A definicié

Definicié

Egy G grafban egy M élhalmaz pdrositds, ha 2| M| darab csticsra
illeszkedik M-beli él.

e Ha egy grafban vesziink egy élt, akkor annak egy darab vagy két
darab végpontja van/egy vagy két csticsra illeszkedik. {e} akkor és
csak akkor parositas, ha az e él nem hurokél.

e k darab él legfeljebb 2k csticsra illeszkedik.

e Egy M élhalmaz egy parositds, ha éppen annyi cstcsra illeszkedik,
mint amennyi a fenti gondolatmenet alapjan egy fels6 becslés.

o Masképpen: M élhalmaz egy parositas, ha nem tartalmaz
hurokélet és semelyik két élének nincs kozos végpontja.

e Szemléletesen: M élei parokat alakitanak ki a V' csiicshalmaz
bizonyos elemei kozott. Azaz M elemei/élei a pérositds parjai.
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Teljes parositas

e Ha egy M pérositasra |[M| = k, akkor k parunk van. Az M-beli
élekre illeszkedd cstcsok szdma 2k. Ezeket (az M &ltal) pdrositott
pontoknak nevezziik.

e Egy n pontd grifban legfeljebb n/2 éle lehet egy parositdsnak
(hiszen legfeljebb n parositott cstcs lehet).

Definicié

Egy n pontl grafban M teljes pdrositas, ha parositds és elemszama
n/2. Azaz az M pdrositas teljes parositas, ha az dsszes cstics
parositott csucs.

o Nyilvan csak paros pontszamu grafban lehet teljes parositds. A
paratlan pontszam kizarja a teljes parositas létezését. A paros
pontszam nem garantalja a teljes parositas létezését.
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Bemelegités

() mindig parositds. Ekkor a parositott csdcsok szama 0.

Ha e egy nem-hurokél, akkor {e} parositds. Elszdma 1, a
parositott csticsok szama 2 (éppen e két végpontja).

Ha M egy parositas, akkor az M altal parositott cslicsok szdma
2|M|. Azaz 2|M| < |V(G)|. Azaz beldttuk, hogy

Ha M egy parositas, akkor

V(6)

M| <
M < 5
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Tovabbi példak

FEEZ%

e A zold élek pérositast alkotnak (3 él/par, 6 parositott cstcs) az
els6 grafban.

e A piros élek NEM alkotnak parositast (3 él/pér, 5 illeszkedé
cstics, 1 cstcsra két piros él is illeszkedik).

e A zold élek (3 él) pérositast alkottak, de NEM teljes parositast
(IVl/2=4).

o A kék élek parositast alkotnak, elemszdmuk 4 = |V|/2, azaz a
kék élek teljes parositast adnak.

e Az utolsé elo6tti grafnak paratlan sok csticsa van. Nem lehet
benne teljes parositas.
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Optimalizalas

o L attuk, hogy konnyli egy l-elemii parositdst taldlni. Ami
nehezebb: minél nagyobb parositast taldlni egy adott grafban.

e A parositasok alapfeladata: Adott grafban keressiink egy
parositdst, amely mérete/elemszama a leheté legnagyobb.

Definicid

v(G) = max{|M|| M pérositds G-ben}.

e Azaz az alapfeladat egy (j megfogalmazasa: Adott G graf esetén
hatdrozzuk meg/szamitsuk ki v(G)-t.
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Példa: Teljes grafok.

v(Kn) = [n/2].

e Kivehetiink tetszélegesen 2| n/2|(< n) csicsot, parokba
rakhatjuk 6ket. A parok kozott vezetd élek (egy teljes grafban
sziikségszeriien léteznek) egy [n/2] élli parositast adnak.

Példa: n+ 1 pontd/n éli csillag.

Legyen S,+1 az az n+ 1 ponti fa, amely egy specidlis csticsot
(kozéppont) és ezt az Osszes tobbi (n darab) csticcsal dsszekotd n
élet tartalmaz.

V(Sn+1) = 1,

e Barmelyik éle egy 1 elemii parositast alkot.

e Viszont barmely két éle osszefut, azaz egyik élparja sem lesz

parositds.
Hajnal Péter P3arositasok grafokban, SzTE, 2021



Tovabbi példak

Példa: Utgrafok

Példa: Kockagraf

V(H3) =4,
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Egy feladat

Feladat
Hatarozzuk meg az aldbbi grafban a legnagyobb parositdas méretét:

e A fenti 62 csticst graf v paraméterének meghatdrozdsanak
feladata kozépiskolasok nyelvén is elmondhatd.

Vegylink egy sakktdblat és két szemkozti sarokmezgjét torjuk le.
Az igy maradt 62 mezore legfeljebb hany domind helyezhetd el lgy,
hogy mindegyik dominé két szomszédos mezét fedjen le és a
domindk kozott ne legyen atfedés?
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A feladat megoldasa

e Konnyen lathaté (akar csak vizszintesen fekvé) 30 domind
elhelyezhetd. A fenti G grafra v(G) > 30.

e A teljes csonkitott-tabla viszont nem fedhetd le teljesen
(v(G) < 31).

e Ehhez a sakktabla eredeti szinezését kell tekinteni. Ebben 32
fekete és 32 fehér mezo szerepel.

e A csonkitdssal két azonos szinli mezot tavolitottunk el. Az
egyensuly a két szin kozott felbomlott.

e Viszont minden domind egy fehér és egy fekete szinli mez6t
fedhet le. Igy a teljes fedés lehetetlen.

e Osszefoglalva v/(G) = 30.
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Hany feladat egy adott G graf v paraméterének
meghatdrozdsa

e Lattuk, hogy a v paraméter megallapitdsa két részbdl all:
(1) Mutatunk egy sok él{i parositast.
(2) Belatjuk, hogy tobb él nem alkothat parositast.

e Ebbol az elsé rész prébdlkozassal, keresgéléssel altalaban
megoldhatd.

e A masik azonban nehezebb: Az Osszes , nagy” élhalmazrdl
allitjuk, hogy nem alkothat parositdst. Ennek indokldsa
matematikai otleteket kivan.

o Két lehetbséget is mutatunk arra, hogy egy tetszoleges grafban
hogyan becsiilheto felulrdl a parositasok mérete.
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Szlnet

Hajnal Péter P3arositasok grafokban, SzTE, 2021



Lefogd ponthalmazok definicidja

Definicié

Egy G grafban egy L csticshalmaz lefogd, ha minden élnek legalabb
az egyik végpontja L-beli.

e V(G) mindig lefogé ponthalmaz.

e Ha grafunkban nincs hurokél, akkor minden v csiicsra
V(V) —{v} is lefogd.

e Nyilvan minél kisebb lefogd ponthalmaz keresése az érdekes. Ez
egy optimalizalasi feladat.

7(G) = min{|L| : L lefogd csticshalmaz}
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Lefogd ponthalmazok ,, mesével”

e A fogalmat a kovetkezé ,, mesével” vildgithatjuk meg.

e Adott egy miizem. Ennek térképét egy graf irja le. Az élek
egyenes folyosdk, a csticsok a folyosdk taldkozasi pontjai. Orokkel
szeretnénk védeni a mizeumot.

e Az 6rok csticsokba iiltethetdk/4llithatdk, ahol az ott Osszefutd
osszes folyosét ellendrzésiik alatt tarthatjak.

e Ha célunk ugy elhelyezni az 6roket, hogy minden folyosé védve
legyen, akkor egy lefogd ponthalmazt kell keresniink.
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Példa: Teljes grafok

7(Kp) =n—1.

e Tetszblegesen vélasztott n — 1 csiics lefogja a grafot (ahogy
minden n pontu egyszerii grafot).

e Tetszlleges n — 2 elemii csticshalmaz kihagy két csticot, amelyek
a teljes grafban sziikségszeriien 0sszekotottek. Azaz nincs n — 2
elemi lefogd ponthalmaz.

Példa: Csillaggrafok.

T(5n+1) =1.

o A kozéppont altal dlkotott egyelemii csticshalmaz az Osszes élt
lefogja.

e Az lireshalmaz csak az lresgrafban lefogd csticshalmaz.
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Ujbdl egy feladat

Hatdrozzuk meg az alabbi graf legkisebb lefogd ponthalmazanak
méretét:

e Ismét gondoljunk a sakktablara, illetve annak szinezésére.

e Erre gondolhatunk mint a fenti graf j6 két-szinezésére. A fenti
graf paros.

e A kisebb szinosztdly — mondjuk a 30 fehér mezd — lefogd

ponthalmazt alkot.

e A korabbi 30 elhelyezett dominé bizonyitja, hogy nincs 30-nal
kisebb lefogd ponthalmaz.
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A kapcsolat

Az utdbbi érvelés mar az altalanos osszefiiggésre is ravilagit:

Legyen G egy tetszbleges graf. Benne M C E egy parositas és
L C V egy lefogd csticshalmaz. Ekkor

|M] <[L|.

Valéban: a parositas éleinek legalabb egyik végpontja L-beli. A
parositas mivolt miatt bamelyik végponttaé ,oldjuk meg” egy
parositasbeli él lefogdsat kiilonboz6 csticsokhoz kell jutnunk. Azaz
tetsz6leges lefogashoz legalabb | M| csics kell.

Kovetkezmény

Tetszbleges G grafra
v(G) < 7(G).
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A séma

e Tehdt annak megmutasdra, hogy nincs k + 1 élii parositds egy
lehetdség: k darab lefogd pontot felmutatni. Ez egy séméat ad a v
paraméter felsé becslésére.

e Sajnos ez a séma nem ,teljes”: Vegyiik az 6tpontd kort, Cs-t.
(i) Ekkor a legnagyobb parositas 2-elemii (5 pont nem is ad
lehetSséget harom élii pérositasra).
(ii) Lefogd ponthalmazzal viszont nem érvelhetiink: A legkisebb
lefogé ponthalmaz mérete 3, masképpen nincs 2-elemii lefogd
ponthalmaz.

e Egy fontos grafosztilyra magis is igaz a ,, teljesség”:

Konig Gyula tétele

Ha G paros graf, akkor

(G) = 7(G).
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Emlékezteto: paros grafok

G grafot paros grafnak neveziink, ha csicsai két osztalyba vannak
osztva/oszthatdk lgy, hogy barmely él egyik végpontja egyik
osztalyhoz, a masik végpont pedig a masik osztalyhoz tartozzon.

e A két osztalyra sokfélképpen hivatkozhatunk. Lehetnek piros/kék
csticsok (a paros grafok pontosan a két szinnel jél szinezhetd
grafok). Lehetnek fidk/lanyok. Lehetnek bal/jobb oldali csicsok.
Lehetnek alsé/felsé csicsok.

e Mi ez utdbbi terminoldgiat alkalmazzuk. Ezt a paros grafok
lerajozlasanal is tiikrozziik: a cstcsok egy vizszintes egyenes ald és
f51¢ keriilnek. Osszekdtések csak az egyenesre vontakozélag

,, keresztbe" lesznek.
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Példa

A korébbi feladataink 62 csiccsal/mezdvel rendelkezd grafja paros
volt. Parossdgat a sakktabla szokdsos fehér/fekete szinezése
mutatja.

o A teljes parositds hianyat az bizonyitotta, hogy a két szinosztdly
kiilonbozé méretii volt (30 + 32).

e Igazabdl tobbet is mondhatunk. A nagyobb szinosztaly (ez
esetiinkben a fekete mezbk voltak) Osszes eleme nem lehet
parositva.

e Valdban a 32 fekete mez6 pérjai a 30 fehér mezobdl kertilnek ki.
Igy legaldbb ketto fekete mez6 marad parositatlan.
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Egy masik példa

A fenti mddszer alkalmazdsahoz nem sziikségszerii, hogy az Osszes
fehér/fekete mezdvel dolgozzunk:

&

e A fenti toredék tablan ugyanannyi fehér és fekete mez6 van. Még
sem lehet domindkkal lefedni.

e Erre a tabla bal alsé sarka vilagit ra: Két fekete mezd, ami
egyetlen médon fedhetd le, de ehhez kozos fehér mezo kell.

e Az dbra jobb oldaldn a hat-hat mez6 paros grafja szerepel.

e A fenti grafban is elmondhatjuk a gondolatmenetet: A felsé
csucsok kozil az elsd kettd egylittes szomszédsiga egyetlen pont.
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Az otlet elmesélve

Ugyanezt a gondolatmenetet elismételhetjiik, ha a csticsokra mint
fidk és lanyok gondolunk. A mese:

e Egy téncesten vesz részt egy osztdly. Fid-lany parok tdncolnak,
de nem akarhogy. Az osztalyokbeli viszonyok miatt nem minden
fid-lany par hajlandé tancolni egymassal.

e A hajlanddsigukat egy paros graf irja le.

e Tegyiik fel, hogy taldlunk ¢ darab lanyt és feliratjuk velik mely
filikkal hajlanddk tancolni. Azaz listdjukon pontosan azok a filk
szerepelnek, amelyikiikkel legaldbb egyikik tancol.

e Tegyiik fel, hogy a lista f filt tartalmaz. Ha ¢ > f, akkor nem
tud minden lany egyszerre tancolni.

e SGt mar a kivalasztott ¢ lany sem tancolhat egyszerre.

e S6t a kivalasztott lany koziil legfeljebb f tancolhat egyszerre.
Azaz minden pillanatban legaldbb ¢ — f lany hoppon marad (a fal
melldl nézheti a tancoldkat).
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Jelolések

A gondolatmenet absztrakt (a matematika, specidlisan a
grafelmélet nyelvét haszndlé) megfogalmazasa:

Definicié

Legyen G egy pdros graf A és F csiicsosztalyokkal (alsé/felsd
csucsok). Legyen K C A az alsé csticsok egy részhalmaza. Legyen
N(K) a K-beli pontok szomszédainak unidja. Azaz N(K)(C F)
tartalmazza azokat a csticsokat, amelyek valamely K-beli ponttal
osszekotottek. Legyen

6(K) = [K| = IN(K).
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Konig-akadaly

Azok a K alsé csticshalmazok ,, érdekesek”, amelyekre (K) > 0.

Definicié: Konig-akadaly

Egy K alsé csticshalmazt (alsé) Kénig-akadalynak neveziink, ha
J(K) > 0.

Egy Kénig-akaddly Iéte megakaddlyozza, hogy legyen az Osszes alsé
csticsot parositd pérositds. S6t, K-bdl legalabb 6(K') darab csics
parositatlan marad barmilyen , okosan” parositsunk (hisz a K-beli
csticsok parjai N(K)-bdl keriilhetnek csak ki).

Legyen G(A, F) egy paros graf. K C A tetszbleges alsé
csticshalmaz és M egy tetszdleges parositds. Ekkor

6(K) < |A] —[M].
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A masodik séma

e A fenti gondolatmenet ismét lehet&séget ad arra, hogy beldssuk
egy paros grafban nincs k + 1-elemi parositas.

e Felmutatunk egy K alsé halmazt, amelyben |A| — k-val tobb
cstics van mint az 6 N(K) szomszédsagaban.

e Valéban K egy bizonyiték, hogy minden M pdarositas legalabb
|A| — k darab alsé csicsot pérositatlanul hagy. K megakadélyozza,
hogy legyen k + 1-elemi parositas.

e Ez a séma csak paros grafokban mondhaté el. Paros grafok
kozott azonban teljes:

Konig Dénes tétele

Legyen G(A, F) egy paros graf. Ekkor

min{|A| — |M| : M parositas} = max{d§(K) : K C A}.
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Egy kovetkezmény

e Erdemes kimondani a fenti tétel egy specidlis esetét.

Konig Dénes tételének kovetkezménye

Legyen G egy tetszOleges paros graf. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) G-ben van olyan parositds, amely az dsszes alsé pontot
parositja.
(i) G-ben nincs Kénig-akadaly.

e Kbnig Dénes tobb tételét is kimondtuk. Ezek bizonyitdsa nem
egyszer(i. Idohidny miatt ezeket az indokldsokat nem végezziik el.

e A pdrositasokrél szol6 részben féleg paros grafokrdl volt szé.
Minden kiterjeszthet6 az altalanos esetre is. Ez a kiterjesztés,
azonban nem egyszerii. 1d6 hidnya miatt nem targyaljuk.
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Az eddigi problémak osszegzése

e Az eddigi alapkérdések hasonldak voltak.

(i) Adott egy G graf. Osszefiiggs-e?
Adott egy G grif. Van-e benne Hamilton-kor?
Adott egy G graf. Van-e benne Euler-vonal?

)
)
(iv) Adott egy G graf és egy k szdm. Kiszinezhets-e j6l k szinnel?
) Adott egy G graf. Van-e benne teljes parositds?

)

Adott egy G graf és egy k szam. Van-e k elemii lefogas?
(vii) Adott egy G graf és egy k szam. Van-e benne k elemii klikk?

e Ezek nem fliggetlen fejtorok. A kombinatorikus kérdések fontos elméletet
alkotnak és egyre fontosabb szerepet kapnak matematika versenyeken.

e Megemlitjik, hogy a parositasok témakore is nagyon gazdag. Az
alapkérdések teljességében, hatékonyan megvialaszolhaték. Ugyanigy mint
az Euler-vonalak vagy Osszefliggdség esetében.

e Ezzel szemben a Hamilton-kor, szinezések, lefogdsok, illetve klikkek

alapkérdései a kombinatorika nagyon nehéz, kezelhetetlen problémai.
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Koszonom a figyelmet! |




