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A szinezés fogalma

e Grafok cslicsai és élei is szinezhetok. Mi most csak
csucs-szinezésekkel foglalkozunk.

Definicié

Egy cslics-szinezés a graf cslcsaihoz rendel szineket, azaz egy
c:V(G)— P,

fliggvény, ahol P egy szinhalmaz/paletta.

e P lehet {piros, kék} (ekkor vagy mas két elemii paletta esetén
2-szinezésré| beszéliink).

e Altaldban k-szinezés azt jelenti, hogy szineink k elemi palettdbdl
kertilnek ki.

e Gyakoria P ={1,2,3,4,...} vélasztas.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A j6 szinezés fogalma

Definicié

Egy szinezés j6 szinezés, ha minden e = uv € E(G) élre u és v
szine kiilonbozik, azaz c(u) # c(v).

e Ha grafunkban van hurokél, akkor az erre vonatkozé feltétel
szerint két végpontja kilonboz6 szint kell hogy kapjon. De két
végpontja ugyanazon cslcs, azaz a feltétel nem teljesithetd, nincs
jO szinezése grafunknak.

e Ha grafunkban nincs hurokél, akkor minden csiicsnak kiilonb6z6
szint adva egy j6 szinezéshez jtunk.

Megallapodas

A tovdabbiakban graf szinezésrdl beszélve mindig jé cstics-szinezésre
gondolunk és feltessziik, hogy grafunk egyszeri.

A hurokélek és parhuzamos élek kizarasa természetes.
Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Optimalizalas

Definicié

X(G) = min{|P| : G jdl szinezheté a P palettaval},

a G graf kromatikus szédma ( olvasata , khi").

e Nyilvdn
1 <x(6) <[V(G)I.

e X(G) =1 akkor és csak akkor teljesiil, ha G-nek nincs éle
(E(G) = 0).

e \(G) = |V(G)| akkor és csak akkor teljesiil, ha G teljes graf
(E(6) = (V57

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Példak

Példa: C, az n pontd kérgraf (n > 3).

2, if n paros,
x(Cp) =

3, if n paratlan.

\

Példa: Hs a kockagraf (8 cstcs, 12 él).

x(H3) = 2.

Példa: W,11, az n+ 1 csicsu kerékgraf (n > 3).

3, if n paros
W, =<7 '
X(Wasa) 4, if n paratlan.

\

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Tovabbi példak

Példa: T fa (nem Uresgraf, azaz |V| > 2).

x(T)=2.

Epl’tsijk fel T-t aghajtasokkal. Epl’tés kozben szinezziink.

Példa: P Petersen-graf.

x(P) = 3.

Hajnal Péter Gréafok szinezése, SzTE, 2021
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2-szinezheto grafok

o L attuk, hogy egy pdratlan hosszu kor szinezéséhez kell harom
szin.

e Természetesen, ha grafunkban részgrafként ott van egy partalan
kor, akkor mar ez megakadalyozza, hogy két szinnel jéI
szinezhesslink.

e Nem is nyilvanvald, hogy ez az észrevétel megfordithatd.

Egy graf akkor és csak akkor szinezhet6 ki jél két szinnel, ha nem
tartalmaz paratlan hosszud kort.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Bizonyitas

e Egy két szinezhet6 grafban nem lehet paratlan hosszi kor.

e A masik irdny a problémads: pdratlan hosszi korok hidnyaban a
két-szinezhet6ség garantalt.

e Elegend6 Osszefliggd grafokra igazolni ezt.

o Legyen G egy Osszefliggd graf és T egy feszitéfaja. T-nek van jé
két szinezése ¢ : V(G) — {piros, kék}.

e A probléma,hogy csak T éleire , ligyeltiink”. Belatjuk, hogy G

minden élének két végpontja kiilonboz6 szint kapott.

e Legyen e = uv € E(G) — E(T). T-ben van (egyetlen egy) uv
ut. Ezt e egy korré zarja be, amelyrdl tudjuk, hogy paros hosszd.
Tehdt a T-be es6 uv Ut paratlan hosszd, rdadasul jél van szinezve.
A j6 szinezés két szin eseten az (it menti szin-alternalast jelenti.
Pdratlan Gt esetén u és v szinének kiilonbozosége konnyen addédik.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021



Alapfogalmak 2-szinezhet6 grifok Mohd szinezés  Szinezések és klikkek  Nagy kromatikus szamd, haromszog nélkiili grafok

Paros grafok

o Két szinezhetbség azt jelenti, hogy piros/kék szinezhet6 legyen a
graf ugy, hogy minden él a két szinre vonatkozdlag ,, keresztél”
legyen.

e Mdsrészt ligyis fogalmazhatunk, hogy minden kore paros legyen
(ebbe belefér az is, hogy ne legyen kore).

e A midsodik jellemzés alapjan az ilyen grafokat péaros grafoknak
nevezziik.

e Az angol terminildgia , bipartite”, tukorforditdsa kétrészes. Ez a
széhasznalat inkdbb az els6 jellemzést koveti.

Definicié

G graf péros, ha csicsai A és F kategdridkba sorolhatdk tgy, hogy
minden él egyik végpontja A-beli, masik F-beli legyen.

e Specidlisan egy paros graf nem tartalmazhat hurokélt.

Hajnal Péter Gréafok szinezése, SzTE, 2021
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3-szinezheto grafok

e Négy cslics paronként osszekotve megakadalyozza a harom
szinnel valé j6 szinezhet6séget.

e Ez az dllitas azonban nem fordithaté meg.

e Nem is ismert a fenti tételhez hasonld, ,,szép” jelemzése a harom
szinnel szinezhetd grafoknak. A szakérték azt sejtik, hogy ilyen
nincs is. Persze egy ilyen allitds akkor valik matematikai sejtéssé,
ha pontosan definidljuk a benne szereplé fogalmakat. Ez messze

meghaladja ezen kurzus kereteit.
Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Moho szinezés

Ismét ismertetjuk a legegyszeriibb eljarast egy j6 szinezés
megkeresésére. Feltessziik, hogy algoritmusunk sordn a P paletta
{1,2,3,...}.

Mohé szinezési algoritmus:

(1) Rendezziik sorba grafunk csicsait: 7 : vy, va,....v,. Ez lesz a
csucsok szinezési sorrendje

(2) Az i-edik szinezési lépésben v;-nek szint adunk
(i=1,2,...,n). v; szinezésénél v; korabbi (kisebb indexszel
rendelkezd) szomszédai mar szint kaptak. Legyen T a
szinezett szomszédok szineinek halmaza, ezeket nem adhatjuk
v; szinének (amennyiben a régi szineket megtartjuk). Legyen
v; szine P — T (nem tiltott szinek halmazdnak) elsd/legkisebb
eleme.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A mohé szinezés szinigénye

Legyen Xmohs,r(G) a fenti mohé szinezésnél felhasznalt szinek
szama a G graf esetén.

Példa
Az aldbbiakban egy fit lathatunk (tehat kromatikus szama 2).

A szaggatott vonal egy cslcssorrendet mutat. Ezt kovetve
végezziik el moho szinezést. Hany szinre volt sziikséglink?

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A moh¢ szinezés szinigénye |I.

Az aldbbiakban egy péros grafot (azaz két szinnel jél szinezhetd)
latunk az {u1, up,...} U{v1, va,...} csicshalmazon.

Egy uj és v; csiics pontosan akkor van Osszekotve, ha i # j.
A szaggatott vonal egy csticssorrendet mutat (index szerint
novekvd rendezés). Ezt kovetve végezziik el mohd szinezést.

Hany szinre volt sziikségiink?
Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A moh¢ szinezés szinigényére vonatkozd tétel

Tetszbleges 7 cslics sorrend esetén

Xmohé,ﬂ'(G) < A(G) + 1,

ahol A(G) = max,cvqg(v), a G graf maximdlis fokszama.

e Minden szinezési |épésnél egy csiicsnak a kordbbi (mar szinezett)
szomszédai altal kapott szinek lesznek tiltottak.

e A tiltott szinek szdma biztos nem haladja meg A(G)-t.

e Azaz a mohé algoritmus sose |ép ki a
{1,2,...,A(G),A(G) + 1} szinhalmazbdl.

Hajnal Péter Gréafok szinezése, SzTE, 2021
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Brooks tétele

o Megjegyezziik, hogy a teljes grafok és a paratlan hosszd korok
mutatjak, hogy a tétel allitasa éles.

e Bizonyitds nélkul megemlitjiik az alabbi kicsinynek tiin6 javitast,
de tavolrdl sem trividlis tételt.

Tétel (Brooks)

Legyen G egy osszefiiggd graf, amely nem teljes és nem pdratlan
hosszi kor. Ekkor
x(G) < A(G).

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Szlnet

A

time for

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Klikkek

Az alabbi fontos fogalom szoros kapcsolatban grafok szinezésével.

Definicid

Egy G grafban egy K C V/(G) csticshalmazt klikknek neveziink, ha
K barmely két kiilonboz6 csicsa 0sszekotott.

o () és az Osszes egy elemii csticshalmaz klikk. Barmély
nem-hurokél él két végpontja egy két-elemi klikket alkot.

e Egy tetszbleges ¢ : V(G) — P jé szinezésnek tetszdleges K klikk
csucsait kiillonbozore kell szineznie.

Specidlisan egy tetszbleges ¢ : V(G) — P j6 szinezés és
tetszoleges K klikk esetén

|P| > |K|.

Hajnal Péter Gréafok szinezése, SzTE, 2021
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Egy természetes kérdés

o Az észrevételt leghatékonyabban Ggy haszndlhatjuk ki, ha a
legkisebb palettara és a legnagyobb kilkkre alkalmazzuk.

e Kapjuk, hogy

X(G) > w(G) = max{|K|: K klikk}.

e A fenti egyenlGtlenség egy megfogalmazasa: Ha grafunkban van
~nagy” klikk, akkor a j6 szinezéshez , sok” szin kell.

e Forditva igaz-e? Ha a kromatikus szdm nagy, akkor lennie kell a
grafban nagy klikknek?

e Ha a kromatikus szam legaldbb 2, akkor lennie kell benne élnek,
ami egy két-elemii klikket ad. Ezen trividlis megjegyzésen til a
fenti kérdésként felvetett megforditds NEM igaz. NAGYON nem
igaz.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A tétel

Nagy kromatikus szadmd, haromszog nélkiili grafok

Van olyan G, grafsorozat, hogy
(i) x(Gp) — o0, ha n tart a végtelenbe,

(i) Gp-ben nincs hdromszog, azaz hdrom-elemii klikk, azaz
w(Gp) < 2.

e A bizonyitds konstruktiv lesz.

e Leirunk egy konkrét grafsorozatot és ellendrizziik a tételbeli
tulajdonsagukat.

e Tobb ilyen konstrukcid is ismert. Kettot ismertetiink.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021



Alapfogalmak  2-szinezheté grafok  Mohd szinezés  Szinezések és klikkek  Nagy kromatikus szdmd, haromszog nélkiili grafok

Konstrukcié (Mycielsky)

e Rekurziv médon/indukcié segitségével irunk le egy G,
grafsorozatot.

e Gy legyen egy két pontu teljes graf, amely kromatikus szama 2,
mig nem tartalmaz harom elemii klikket (mivel nincs is hdrom
csticsa).

e Tegyiik fel, hogy mar definidltuk G,_1-et és ennek kromatikus
szama n — 1, tovabbd nem tartalmaz harom elemi klikket.

e Ennek segitségével irunk le G, grafot, amely kromatikus szdma
eggyel nagyobb lesz (tehat értéke n), de tovdbbra sem tartalmaz
haromszoget.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Mycielsky rekurzié

G csticsai:
(i) vegyiik V(G,_1) elemeit,
(i) minden v € V(G,_1) csidcs mellé vegyiink fel egy tj v/
»ikertestvért”. A v/ csiicsokra mint 4j csicsokra hivatkozunk.
(iii) végil adjunk eddigi csticsainkhoz egy z zardcsiicsot.
G, élei:
(i) Gp—1 élei,
(i) az dj csdcsok kozott ne vezessen él, de minden v/ csticsot
kosslink Ossze a v cslics szomszédaival,
(iii) z-t pontosan a v’ j csdcsokkal kotlink Gssze.
Az igy kapott graf lesz G,,.

A G,-re torténd ugras sordn nem keletkezhet haromszog.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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A bizonyitas

e Azt allitjuk, hogy a Gp-re torténd konstrukcié sordn pontosan
eggyel n6 a kromatikus szdm. A bizonyitas: Teljes indukcid.

e Nyilvan a kormatikus szam nem csokkenhet, tovabb3 eggyel
tobbel nem ndhet. Azt kell indokolnunk, hogy a novekedés
szlikségszerdl.

e Valdban, tegyiik fel, hogy G,-t jol kiszinezziik a
P ={1,2,...,n— 1} szinnel (indirekt feltevés).

e z szine legyen n — 1, az utolsé szin.

e Belatjuk, hogy a G, szinezése kozben kiszinezett G,_1 jol
atszinezhet6 Ggy, hogy a benne el6fordulé n — 1 szinek eltlinjenek
(azaz csak az {1,2,...,n — 2} palettat hasznaljuk).

e Ez ellentmond, annak, hogy G,_1 kromatikus szdma n— 1. Az
indirekt indoklds teljes lesz.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Mycielsky atszinezés

e Minden 1,2, ..., n — 2 szint meghagyunk. Az n— 1 szint kapott v
csticsok szinét lecseréljiik v/ ikertestvére szinére. Ez a szin nem
lehet n — 1, hiszen v/ 6sszekotott z-vel.

e Mdsrészt j6 szinezéshez jutunk, hisz egy fiiggetlen ponthalmaz
(az n — 1 szinli pontok egy halmaza) elemeit festettiik 4t, koztiik a
j6 szinezés semmilyen feltételt nem ir eld.

e Mig az atszinezett pontoknak a régi szinekkel sem lesz
konfliktusa, hisz v mellé a v/ szine , stimmelni” fog: v/ szine egy j6
szinezésbdl jott, ahol v/ 6sszekotdtt v G,_1-beli szomszédaival.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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2. Konstrukcid

Vegyilink fel egy egyenest és rajta N pontot. Az N pont &ltal
meghatarozott (g’) darab szakaszra mint atmérére koroket
rajzolunk.

A grafsorozat

A fenti (g’) darab kor alkotja grafunk csticshalmazat. Két
cstcsunk/kor szomszédos, ha kiviilrél érintkeznek.

A fenti grafsorozat grafjaiban nincs haromszog.

Az észrevétel geometriai megfogalmazasa: ha harom kor

kozéppontja egy egyenesre esik, akkor nem lehetnek paronként
kivilrdl érintkezok.

Ha N > 2k, akkor grafunk nem szinezheto ki jol k szinnel.

Hajnal Péter Gréafok szinezése, SzTE, 2021
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Bizonyitas

e Indirekten bizonyitunk. Legyen c csicsaink/koreink egy k szinnel
torténd szinezése.

e Célunk az, hogy beldssuk ez a szinezés nem lehet jé.

e Az egyenesen felvett kiindulé ponthalmazunk mindegyik P
eleméhez rendeljiilk hozza azon szinek halmazat, amelyeket azon
korok kaptak, amelyek egyenesre es6 atméréjére P mint bal oldali
végpont illeszzkedik.

e Az N(> 2) egyenesen lév6 pont mindegyikéhez a k elemii paletta
egy részhalmazat rendeltiik.

e Ez 2K lehet8séget enged meg a szinhalmazokra. N vélasztasa
miatt lesz két pont P és @, amelyhez ugyanaz a szin tartozik.
Skatulya-elv!

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021
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Bizonyitds (befejezés)

e Tegyiik fel, hogy egyenesiinkon balrdl jobbra haladva el6szor P,
majd @ kovetkezik. Azaz a PQ szakasz bal oldali végpontja P.

e Azaz a P-hez rendelt szinhalmaz elemei kozott ott van a PQ-ra
mint dtméroére rajzolt C kor szine.

e Ennek a szinnek elé kell fordulnia a Q-hoz rendelt szinhalmazban
is.

e Ez egy megfelel6 kor 1étezését kivanja, ami azonos szinli C -vel,
amit kivilrdl érint.

e Tehat a kiinduld ¢ szinezés nem lehet jé szinezés.

Hajnal Péter Grafok szinezése, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet! |
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