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Konigsbergi hidak problémaja

e Konigsberg belvarosdnak grafjdval mar taldkoztunk (az élek
hidakat reprezentdlnak). Tudjuk, hogy az dbrézolt varosrész
kozkedvelt sétaldhely volt a varosban.

e Tudjuk, hogy a hidak és szarazfoldek rendszere leirhaté egy
graffal, a hétkoznapi értelem vett séta megfelel a gafelméleti
séta fogalmanak.

e Persze sok ilyen hely van/volt a vilagban. Kdnigsberg
kilonosségét az adja, hogy a varos lakdi egy fejtorot
fogalmaztak meg: Tervezziink olyan sétat, amely soran
minden hidon dtmegyiink, de csak egyszer.

o A, csak egyszer” feltétel ismer6s. Mar van ra grafelméleti
terminoolégidnk: sétank nem ismételhet élt, vonal.
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Euler-vonal

e Az, hogy minden élen/hidon &t is haladjunk az egy fontos
feltétel. Erre is van terminoldgia.

o A fejtor6é keménynek bizonyult a konigsbergi lakosoknak.
Végiil a probléma Eulerhez, a kor legnagyobb
matematikusdhoz is eljutott, aki megoldotta. Tiszteletére a
fogalmat Euler-vonal néven nevezik.

Definicié

Egy

S:u:V07elaV17e27V27"'7folae€7V€:V

vonal a G grafban egy Euler-vonal, ha
(i)
E(S) = {er, e,..., &} = E(G)

(ii)

V(S)={w,wv1,...,vw} = V(G).
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Euler-vonal egyszeriien

e Szavakkal: Az Euler-vonal olyan séta, amely sordn minden
élen pontosan egyszer haladunk at és minden csticsot
megldtogatunk.

e Euler-vonal keresése megfogalmazhaté egy évodasnak is
elmagyarazhaté fejtordvel:

e Rajzoljuk le a grafot fekete ceruzdval. Adjuk az évoddsnak
egy piros ceruzat és kérjilk meg hizza at az abrat ugy, hogy
teljesen piros legyen. Az athizas soran ne emelje fel a
ceruzdjat és mar pirosra szinezett részen ne haladjon at djra.

e Ha ezt egy keresztezddésbdl indulva megteszi, akkor ceruzdja
egy Euler-vonalat ir le.

e Ez az egyszerii fejtor6é kulonben a modern technikéval
megvaldsitott fejtord, mobil telefonokra letolthetd.
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Euler-vonal és osszefliggoség

e Nyilvan Euler-vonal létezéséhez sziikséges, hogy grafunk
Osszefliggd legyen.

e Valdban ha egy grafban van Euler-vonal, akkor abban
barhonnan barhova elsétilhatunk (ez az Gsszefiiggbség
fogalma): A tetszblegesen vélasztott kiinduld csics és célcstics
ott van az Euler-vonalon (hisz minden cslics raesik) és igy
meghatdroz egy szakaszt/szegmenst, ami az elérhet8ség
bizonyitéka.

e Konigsberg varosanak grafja osszefliggd. Az osszefuigglség
azonban nem elégséges feltétel Euler-vonal létezésére.
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Mohé vonal-novelés

e Képzeljik magunkat az Euler-vonal keresé 6vodas helyébe.

e Egyik csticsra helyezi a ceruzajat és elkezdi a rajzolast.
Igazabdl egy sétdldsba kezd: A kiinduld cstcsra illeszked6
egyik élet kivalasztja athalad rajta (bepirosozza), az Uj
csticsban egy olyan élet keres amit eddig nem jart be (még
nem piros) és ezen tovabbhalad. Azaz a sétdlds sordn egy
dologra vigyaz: a séta vonal legyen.

Definicié

Egy sétalast mohd vonal-novelésnek neveziink, ha minden |épésnél
az aktuadlis csucsra illeszkedd élek koziil csak olyanok koziil
vdlasztunk, amelyen eddig nem haladtunk at.
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Megjegyzések

Megjegyezziik, hogy sétalas esetén, ha kiindulé csticsunkra
illeszkedik él, akkor barhany lépésig folytathatjuk sétankat
(egy élen oda-vissza lépegethetiink tetszdleges ideig).

Mohé vonal-novelésnél sziikséges, hogy a sétdlds ne legyen
folytathaté barmeddig. Legfeljebb |E(G)| Iépés megtétele
utan elériink egy olyan helyezetet, hogy az aktualis csticsunkra
illeszkedé minden élt bejartunk mar, nem tudunk tovabblépni.
Ezt nevezziik elakaddnak.

Egy vonal-novelés/sétalds végén grafunk éleit kettéosztjuk.
Lesznek bejart élek és be nem jart élek.

Legyen B az a graf, amelyet az Gsszes cslics és a bejart élek
alkotnak. Legyen C az a grafja melyet az Osszes cstics és a be
nem jart élek alkotnak.
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Lemma

Lemma

Végezziink el egy mohé vonal-novelést elakadasig. legyen a a
kiinduld cstics, z az elakadas csiicsa. B a bejart élek grafja. Ekkor

(i) Legyen x egy a-tdl és z-tél kiilonbozd tetszdleges cstics. Ekkor
x foka B-ben (dg(x)) paros.

(ii) Tegyiik fel, hogy x = a # z. Ekkor dg(x) paratlan.
Hasonléan akkor is, ha x = z # a.

(iii) Tegyiik fel, hogy x = a = z. Ekkor dg(x) péros.
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A Lemma bizonyitdsa: (i)

e x minden meglatogatdsa a sétildsban egy-egy dthaladas.

o Az x-be [épés és x-bol kilépés egy-egy élen vald athaladas.

e A vonal mivolt miatt ez pontosan két kilonbozé él, ami
kettével jérul hozza a dg(x) fokszdmhoz.

e Szintén a vonal mivolt szerint a kiilonb6zd hozzdjiruldsokat
Ossze kell adni a bejart élek szerinti fok kiszamolasihoz.

° fgy a fok 2 tagok Osszege, azaz péros. (Ha egy csticson nem
haladunk at egyszer sem, akkor a ,,hozzajaulds” egy 0 tagt
Gsszeg, amely értéke 0, ami paros szdm.)
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A Lemma bizonyitdsa: (ii) és (iii)

(i) esetén ugyanez a gondolatmenet adédik, de ekkor az egyik
|dtogatds éppen a kiindulds, vagy ledllds. Ez az egy latogatds 1
hozzajarulassal rendelkezik a dg(x) fokszdmhoz, a végosszeg
partalan lesz.

(iii) esetén x-nek lesz két kiilonleges ldtogatasa: kiindulas, ledllas
és a tovabbiak athaladasok. A fokszdm két darab 1-es és tovabbi
2-es hozzdjaruldsokbdl ll 6ssze. Azaz pdros lesz.
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Kovetkezmény

Lemma mésként

Legyen a egy tetszdleges kiinduld cstics egy G grafban. Inditsunk
el a-bdl egy mohd vonalnovelést és folytassuk elakaddsig, amely
helye legyen a z cstics. Ekkor a kovetkez6 két lehetéség kozil az
egyik all fenn:

(i) A vonal zarédé és B minden foka paros.

(ii) A vonal nem-zarddé és a, z foka paratlan B-ben, mig a tobbi
cstics foka paros.

Egy kovetkezményt emeliink ki:

Kovetkezmény

Ha a egy paratlan foku csiics, akkor az elakadds csiicsa egy masik
paratlan fokd csiics.

Ha grafunkban minden cstics foka paros, akkor az elakadas csticsa
sziikségszerlien a kiinduld cstcs.
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A megoldas

A Lemmank meg is oldja Kbnigsberg polgdrainak problémajat:

Tegylik fel, hogy van Euler-vonal a széban forgé G grafban.
(Indirekt bizonyitds)

Ekkor mohé vonalnovelésként jarjuk be.

B a teljes G graf lesz, dg a grafbeli fok.

Ha a = z (zarédé vonal), akkor minden fok paros. Ha a # z
(nem zar6dé vonal), akkor a és z foka partalan minden mas

fok péros.

A két esetnek megfeleléen grafunkban 0 vagy 2 pdratlan foki
cslcs van.

Konigsberg varosat dbrazolé graf mind a négy csiicsa pératlan
fokd, igy Euler-vonal létezése kizart.
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A megoldas egyszeriien

A gondolatmenet egyszerii, taldn érdemes kikiilszobolni az
észrevételre vald formalis hivatkozast:

e Tegyiik fel, hogy Kénigsberg polgarai taldnak egy megfelelé
vonalat. (Indirekt bizonyitds)

e Négy csticsunk van igy lesz olyan cstcs, ahol a sétalas soran
csak dthaladnak.

e Az ott Osszefutd pdratlan sok hidat athaladasokkal, azaz
parossaval vagy nem tudjak bejarni vagy tobbszoros bejarast
is végeznek. Ellentmondds.
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Euler-akadaly

Euler nem allt meg a fejtor6 megoldasanal. minden grafra megadta
az Euler-vonal létének sziikséges és elégséges feltételét

A fejtord foglalhatjuk ossze: Ha egy grafban kettonél tobb paratlan
fokd cstcs van, akkor nem tartalmazhat Euler-vonalat. Ha egy
grafban kettonél tobb paratlan fokd csics van, akkor az
megakaddlyozza Euler-vonal |étezését.

Definicié

Azt a helyzetet, amikor a paratlan foku csiicsok szama meghaladja
a kettét Euler-akadalynak nevezhetjik.
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Az akaddlyok pontositasa

A fejtord tanulsdgat pontosabban is fogalmazhatunk.

1. Eszrevétel

Zarédo Euler-vonal 1étezésénél sziikséges, hogy grafunk minden
foka paros legyen.
Azaz paratlan fokd cstics megakadalyozza zarédé Euler-vonal 1étét.

2. Eszrevétel

Nem-zarédé Euler-vonal Iétezésénél sziikséges, hogy grafunkban
pontosan két paratlan foki cstics legyen.

Azaz ha nem kettd pdratlan fokd csicsunk van a grafban, akkor az
megakadalyozza NEM zarédé Euler-vonal 1étét.

Raadasul ekkor ennek a két paratlan foku csiicsnak kell lennie a
kiindulé/végs6 csicsok pdrjanak.
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Euler-tétel

Euler tétele azt mondja ki, hogy a fent megtalilt sziikséges
feltételek mar elegenddek is Euler-vonal |étezésére.

(Euler tétele)

(i) G-ben akkor és csak akkor van z3rédé Euler-vonal, ha
osszefuiggd és minden foka paros.

(i) G-ben akkor és csak akkor van nem-zarédé Euler-vonal, ha
Osszefliggd és pontosan két csiicsdnak foka paratlan. Ekkor
minden Euler-vonal a két paratlan foki cstics kozott halad.

A tétel egyik iranya konnyi, a kordbbiakban mar indokoltuk is. A
nehéz rész a feltételek mellett az Euler-vonal garantalasa.
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A két forma ekvivalenciaja

Az (i) eset igazolasabdl kdnnyen adddik a (ii) eset is. Azaz, ha
tudjuk az (i) allitast, akkor (ii) is egyszeriien adddik.

Valéban. Azt kell belatnunk, hogy egy oOsszefiiggd, pontosan két
(mondjuk u és v) pératlan fokd csiccsal rendelkezd grafban van
nem-zarédé Euler-vonal.

Ehhez G-ben kossiik Gssze u-t és v-t egy dj éllel, legyen ez ev.
Legyen G a kapott graf. (Lehet, hogy egy korabbival parhuzamos
élre volt sziikségiink, de ez nem zavard.)

G egy Osszefliggd, csak pdros fokd csticsokkal rendelkezd graf. (i)
szerint van benne ZARODO Euler-vonal.

Ez a graf éleit korszeriien rendezi. A , korben” ott van e, amely
u-t és v-t koti 6ssze. Ebbdl konnyen lathaté egy G = G — e™-beli
nem zar6dé (u és v kozotti) Euler-vonal.
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Az alapotlet

Mi csak az (i) esetet bizonyitjuk. Az Euler-vonal 1étézésénél tobbet
igazolunk. Adunk egy eljarast, amely egy csak paros foku
csuicsokat tartalmazé Osszefliggd grafban taldl egy Euler-vonalat.
(llyenkor azt mondjuk, hogy bizonyitasunk konstruktiv.)

Az algoritmus leirdsanal hivatkozunk a kordbban mar emlegetett
Ovoddsra. Mit csindl az évodds, ha egy feltételeket teljesité grafot
kell pirosozni? Természetesen a mohé algoritmust hajtja végig.
Sajnos el6fordulhat, hogy elakad a vonal-novelése anélkiil, hogy a
teljes dbrat bejarta volna. Ekkor elkezd sirni. A megoldas lényege,
hogy meg tudjuk vigasztalni 6t. A kovetkezé algoritmus
javitani/nagyobbitani fogja a részben lerajzolt/bejart gréfot.
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A javit6 algoritmus

Javité algoritmus: Adott egy 0sszefliggd G graf, melynek min-
den foka péros.

e lLegyen v egy tetszleges cstcs. Inditsunk egy mohd vo-
nalndvelést elakaddsig— V. // A kordbbiak alapjdn sziikség-
szer(l, hogy a kiindulé pontban akadjon el, V zarédé.

e Ha a bejart élek B grafja (az 6vodds piros éleinek grafja) a

teljes kiindulé graf készen vagyunk.
Ha nem, akkor legyen N a be nem jért élek (nemiires) grafja.
//N minden foka pdros. Valdban, az eredeti fok és a piros
élekre vonatkozd (B-fok) kiilonbsége adja ezt a fokot. Két
paros szam kiilonbsége is paros.

o Az osszefliggdség miatt tudjuk, hogy lesz olyan x cstics, ahol
piros és nem piros él taldlkozik (B-beli és N-beli). Keressiink
egy ilyen x csticsot. (folyt. kov.)
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A javité algoritmus vége

Ne feledkezziink meg a siré dvodasrdl. Menjiink oda hozzas és
kérdezziik meg, hogy rajzolt. Az x cstcsban dllitsuk meg. Itt
vezessiik az N (eddig be nem jart részre a kezét) és megkérjiik
most csak ott rajzoljon. Tudjuk, hogy sziikségszeriien x-ben akad
el. Ekkor kérjiik fejezze be eredeti rajzat. Lehet, hogy ez sem a
sikeres atrajzolds, nem teljes a bepirosozds. De nagyobb részt
pirosozott be.

Javité algoritmus (folytatas): Adott egy Osszefiiggd G gréf,
benne egy V zar6dé vonal, vele egyiitt egy be nem jart élek N
grafja, amelyben minden fok paros. Tovdbba adott egy x cslics
V-r6l, amelyre illeszkedik N-beli él.

o x-bdl inditsunk egy mohé vonal novelést— U // A korabbiak
alapjan sziikségszer(i, hogy a kiindulé x pontban akadjon el,
U zarédo.

e Legyen Y az a vonal, amely harom szakszbdl all: V eleje x-ig,
majd jon U, végiil V vége x-tél. (Miért is vonal V7)
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Az algoritmus

A javitd algoritmus folytatdsa egy 1 zar6dé vonalbdl egy
nagyobb/hosszabb V z4rédé vonalat |, szdmol ki”. Ha V nem
Euler-vonal, akkor hozza is van egy alkalmas x cstics (grafunk
Gsszefliggd).

Definicid

A javité algoritmus masodik részét (a folytatast) besziird
algoritmusnak nevezziik.

Euler-algoritmus: Adott egy osszefliggd G graf, melynek min-
den foka paros.

o legyen v egy tetszbleges cslics. Inditsunk egy mohé vonal-
novelést elakadasig— V.

e Amig V nem Euler-vonal, addig V < V), ahol V a besziiré
algoritmus altal kiszamolt zarédé vonal.
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Miért korekt ez?

Az algoritmusunk egy vonalat helyettesit egy masikkal és ezt a
helyettesitést ismételgeti.

Biztos leall? Ha igen, akkor tényleg készen vagyunk. A ledllas csak
egy Euler-vonal megtaldldsaval torténhet.

Az Euler-algoritmus garantdltan ledll és igy egy Euler-vonalat
szamol ki.

A bizonyitads nagyon egyszerii: minden javitds noveli vonalunk
hosszat. A grafunk élszama felsé korldtot ad a grafunk vonalainak
hosszira. A hossz egy természetes szam, igy a ledllds sziikségszerii.

Az algoritmusrdl sz4l6 Allitas KONSTRUKTIVAN bizonyitja Euler
tételét.
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Koszonom a figyelmet!




