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Grafelméleti alapfogalmak
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1. Feladat. Az aldbbiakban eqy-eqy egyszeri grifot definidalunk. Rajzoljuk le ezeket.

(i) A grif pontjai eqy tetraéder csucsai. Két pont dssze van kitve, ha van koztik
él.

(ii) A grdf pontjai egy kocka csicsai. Két pont dssze van kétve, ha van kéztik él.

(i1i) Egy kor keriletén vegyink fel 5 pontot. Grdfunk csicsai a pontok dltal meghatdrozott
(‘;’) hir lesz. Két hurt osszekdtink, ha nincs kdzos végpontjuk.

(iv) Grifunk 4! csiucsa négy ember lehetséges sorba dllitdsait reprezentdlja. Két
csucs ossze van kotve, ha az eqyik sorba dllitdsbol két szomszédos ember felcserélésével
a mdsik megkaphato.

(v) A grif csicsai Magyarorszdg megyéi. Két csics dssze van kétve, ha a megfeleld
meqyék szomszédosak.

2. Feladat. a) Rajzoljuk fel Szeged Tisza Lajos kériton beliili tereinek és koztiik
lévd kozvetlen tutszakaszok grdfjat.

b) Rajzoljuk fel lakchelyink kornyékén lévd utcak grafjdt.

c¢) Rajzoljuk fel szildvdrosunk és szomszédos lakohelyek, illetve az dsszekotd orszagutak/utak
grdfjdt.

3. Feladat. Egy fejtorében egy ember, eqy farkas, eqy kecske és eqy kdposzta egy
folyo partjara érnek. Szeretnének dtkelni a folyon, ahol van is eqy csonak. Csak
az ember és egqy mdasik szerepld fér el a csonakban (csak az ember tud evezni). Ha
valamelyik parton a kecske és a kaposzta az ember nélkil marad, akkor a kecske
megeszi a kdposztat. Ha valamelyik parton a kecske €s a farkas az ember nélkiil
marad, akkor a farkas megeszi a kecskét. Az ember meg akarja tartani a kdposztdt
és a kecskét is. Milyen konfigurdciokat" enged meg a fejtord?

A konfigurdciok alkossdk eqy eqyszerd grdaf csiucshalmazdt. Két konfigurdcio legyen
szomszédos, ha eqy dtevezéssel eqyikbdl a masikba juthatunk. Rajzoljuk fel az eqyszerd
grdfot.

Vilaszoljuk meg, hogy dt tudnak-e jutni a masik partra (a cél elérésével). Olvas-
sunk le a grdfrol eqy dtjutdsi modszert ha van ilyen.

4. Feladat. Az egyszerisitett Hanoi tornyai jatékban van hdrom pocok és hdrom
alacsony, kilonbozd dtmérdjid henger, amelyek kozepén lyuk van, igy a pockdkre
ratehetok. A jdaték minden pillanatdban gy vannak a péckékon a hengerek, hogy
eqy pockon a nagyobb dtmérdjd henger alacsonyabban van. Hdny konfigurdcioja van
a jdatéknak?
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A konfigurdciok alkossdk eqy eqyszerd grdaf csiucshalmazdt. Két konfigurdcio legyen
szomszédos, ha egy henger dthelyezésével az eqyikbdl a mdsikba jutunk. Rajzoljuk fel
az eqyszeri grdfot.

Vilaszoljuk meg, ha az dsszes henger az elsd pockon van, akkor egyesével mozgatva
Oket elérhetjiik-e, hogy a mdsodik pécokre keriljon az dsszes. A grafrdl olvassunk le
eqy dtrakdst modot is, ha van rd lehetdség.

5. Feladat. Interneten keressiik meg a naftalin, fenantrén és bifenil szerkezetét leire
grdafokat. Keressiink meg minél tobb molekuldat leiro grdfot.

6. Feladat. (i) A V(G) ={1,2,...,n} halmazon hdny egyszerd grif adhaté meg?
(i1) Ezek kézott hany m €éld graf van?

* * *

Egyszeri grafok esetén két egyszeri graf izomorf, ha pontjaik megfeleltethetsk
ugy, hogy az egyikben két pont pontosan akkor legyen Osszekotve, amikor a nekik
megfelel6 pontok a masikban.

A formalis definici6 mogott rejlé fogalom egyszerd és érdemes ,megbaratkoz-
nunk" vele. Egy értelmezése lehet, hogy a G és H grafok izomorfak, ha G pontjai
és élei atnevezhetdk tgy, hogy ezek utan H-hoz jussunk. Ha G és H lerajzolasukkal
adottak, akkor G és H izomorfidja azt jelenti, hogy G lerajzolasdban szerepld
pontok és élek folytonosan deforméalhatoak tgy, hogy a kiillonbo6zs cstucsok kiilonb6zs
pontokba keriiljenek, és H lerajzoldsahoz jussunk.

Erdemes (habar nem sziikséges szamunkra) a fogalmat kiterjeszteni tetszéleges
grafokra.

Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és éleik megfeleltetheték egyméasnak
ugy, hogy egy illeszked6 pont-él parnak megfeleltetett pont-él par is illeszkedjen.
Formalisan: G és G’ két izomorf graf, ha léteznek ¢: V(G) — V(G') és ¢¥: E(G) —
E(G") kdlesonosen egyértelmi raképezésekek (bijekciok) ugy, hogy = € V(G) akkor
és csak akkor illeszkedik az e € E(G) élre, ha p(z) illeszkedik a 1 (e) élre. Ha G és
H izomorf, akkor ezt G ~ H-val jeloljiik.

7. Feladat. A kovetkezd grifok kozil melyek izomorfak?

8. Feladat. [zomorf-e a kovetkezd két graf?

Gy G,:
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9. Feladat. A kovetkezd két grdf izomorf-e?

G]:

10. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

s

11. Feladat. A kovetkezé grdafok kozil melyek izomorfak?

) @ ) @ )
GA% 85: %%g
Gé:

12. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

S
5 TR
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13. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

G1: % GQ: % Gs:

14. Feladat. A kovetkezd grdafok kozil melyek izomorfak?
G H I
15. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?
G H |
16. Feladat. A kovetkezd grdfok kizil melyek izomorfak?

oL

17. Feladat. A kovetkezd grdafok kozil melyek izomorfak?

G

G H I

18. Feladat. A kovetkezd grdfok kizil melyek izomorfak?

N/l

SR AT )

G H I

N
N
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19. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

20. Feladat

21. Feladat

22. Feladat. A kdvetkezd grdfok kozil melyek izomorfak?

G: H: l:

* * *

Egy graf élei az Osszekotott két cstucs kozott valamilyen kapcesolatot irnak le
(szomszédséag, ismerettség, kémiai kotés, lizleti kapcsolat, vezettékes Gsszekotottség
...). Gyakran a kapcsolat nem szimmetrikus (példaul az ,ismerni" relacio valojaban
ilyen, ahogy az autos kozlekedés egyiranyu utcai is). Ezen esetek leirasara a graf
fogalmat modositani kell /lehet.

Egy iranyitott graf egy V cstcs- és egy E élhalmaz két relacioval. A K és B
relaciok pontok-élek kozotti relaciok (B, K C V x FE). vKe esetén azt mondjuk,
hogy a v cstcsbdl kifut az e él. vBe esetén azt mondjuk, hogy a v csiicsba befut az
e él. Az iranyitott grafsaghoz az sziikséges, hogy minden e élhez pontosan egy csiics
legyen amibdl kifut és pontosan egy cstics legyen, amibe befut.

Ha egy G iranyitott graf K és B relaciojat egy I illeszkedési relacioba olvassziik
ossze (vle akkor és csak akkor, ha vKe vagy vBe) akkor egy G grafot kapunk. Azt
mondjuk 8 irdnyitott graf irdnyitasat elhagyjuk. Ha egy G graf minden élére a
railleszkedd két cstics koziil az egyiket kezdd-, a mésikat végss-csicsnak nevezziik
ki, akkor egy 8 iranyitott grafthoz jutunk. Azt mondjuk 8 irdnyitott graf a G graf
egy iranyitasa.
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Egy iranyitott graf lerajzolésa egy graf lerajzolas, ahol minden él esetén a két
végpontja kozott a kezdd és végss szerepket egy nyillal szemléltetjiik. Az irdnyités
elhagyasa a lerajzoléas szintjén a nyilak letorlése.

A grafoknal bevezetett fogalmak természetes modon kiterjesztheték vagy mo-
dosithatok iranyitott grafok esetére. Csak néhany példat adunk. Egy iranyitott
graf éle hurokél, ha ugyanabbdl a csiicsbol fut ki, ahova befut. Két él parhuzamos,
ha ugyanabbdl a csticsbol futnak ki és ugyanabba a csicsba futnak be. Azaz két
cstcs kozott futo két él, amelyek oda-vissza (ellentétesen) vannak iranyitva NEM
parhuzamosak. Irédnyitott grafokban a fokszdm finomitott a graf esethez képest.
d¥(u) az u cstcs kifoka, azon élek szama, amelyek kifutnak belsle (amire K relacioval
illeszkedik). d™°(u) az u cstcs befoka, azon élek szama, amik belefutnak (amire B
relacioval illeszkedik).

23. Feladat. Igaz-e, hogy eqy egyszerd grif tetszdleges irdnyitdsdval eqy egyszerd
irdnyitott grafhoz jutunk? Igaz-e, hogy eqy egyszerd irdnyitott grdf irdnyitdsdinak
elhagydsdaval eqy egyszerd grafhoz jutunk?

24. Feladat. Legyen G grdf eqgy n ponti eqyszertd grdaf, amelyben minden pontpdr
kozott halad él. Bizonyitsuk be, hogy G iranyithato gy, hogy a kapott G irdnyitott
grdafban tetszdleges k pozitiv egész esetén ne legyenek olyan vy, ..., vr pontok, hogy
V1V, VU3, ..., Up_1Uk, UpV1 € E(G) teljesiiljon.

25. Feladat. Hdnyféle iranyitdsa lehet eqy G grafnak?

26. Feladat. G a G graf egy irdnyitdsa. Bizonyitsuk be, hogy dg(x) = dk_G%(x) +
27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy Zmev(a) d¥(x) = erv(a) d(x) = |E(8)|
28. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 3_ .y d(z) = 2|E(G)|.

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden tdrsasdgban azoknak a szdma, akik
pdratlan sok embert ismernek, pdros szam.

30. Feladat. Van-e olyan egyszeri grdf, illetve tetszdleges graf, amely pontjainak
foka:

(i) 0,1,2,8,4,5,6,7
(ii) 3,3,3,3,4,4,4,5
(ii) 3,3,3,3,3,3,3,5.

31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy legaldbb 2 ponti egyszerd grdafban mindig
taldlhato két olyan pont, amelyek fokszama ugyanannysi.
lgaz marad-e az dllitdas, ha nem eqyszert grdfokat is tekintink?

32. Feladat. Egy 9 tagu tdrsasagban mindenki pontosan 6t mdsik embernek dtad
100 Ft-ot. Bizonyitsuk be, hogy az ajandékozdsok utdin van két olyan ember, akinek
ugyanannyi forinttal vdltozott a pénze.

Gréfelméleti alapfogalmak-6



33. Feladat. Egy kocka éleit tetszdleges modon megszamozzuk az 1-t6l 12-ig terjedd
egész szamokkal. Ezek utan a kocka minden csicsdba felirjuk az ebbe a csucsba vezetd
élek szamainak 6sszegét.

a) Bizonyitsuk be, hogy a csicsokhoz irt szamok nem lehetnek mind egqyenldk.

b) Vajon egyenldk lehetnek-e ezek az dsszegek, ha az eqyik €lre irt szamot 13-mal
helyettesitjiik?

34. Feladat. Egy 20 x 20 darab pontbdl dllo négyzetrdcs pontjai kozil bizonyosakat
pirosra, a tobbieket kékre szinezziik. A pontok szinezése a kévetkezd mddon meg-
hatdrozza a négyzetrdacs szomszédos pontjait 0sszekitd szakaszok szinezését: Ha két
szomszédos racspontot azonos szinire szineztink, akkor az dket 6sszekiotd szakaszt is
kiszinezziik a kozos szinre. Ha két szomszédos rdacspont kiillonbozd szint kapott, akkor
0sszekdtd szakaszuk fekete marad.

A piros pontok szama 219, kézilik 39 a hatdron van, de a négy sarok kék. A
fekete szakaszok szama 237. Hatdrozzuk meg a kék szakaszok szamdt.

35. Feladat. Tz csapat kormérkdzést jatszik. Mindegyik pdr pontosan egyszer
mérkdzik, €s a mérkdézések nem végzddhetnek dontetlenil. Gydzelemért 1 pont jdr,
vereségért 0. Bizonyitsuk be, hogy a csapatok pontszamainak négyzetosszege mem
lehet tobb 285-nél.

36. Feladat. Egy pingpongbajnoksdigon a tiz résztvevd kozil mindenki eqyszer jdatszott
mindenkivel. Az eqyes versenyzdk gydzelmeinek és vereségeinek szdma legyen rendre
X1, %9, ..., 210, tlletve yi,ys, ..., y10. Bizonyitsuk be, hogy

o+t aly =y i

37. Feladat. 4 Kn,?n,Cn,E?n,Pn,?n,Sn (n = 1,2,...) grafoknak hany éle és

hdny pontja van?

38. Feladat. Egy sakkversenyen n nd és 2n férfi vett részt. Mindenki mindenkivel
pontosan eqyszer jatszott. Nem wvolt dontetlen, és a ndk dltal megnyert jatszmdk
szama ugy ardnylik o férfiak altal megnyert jatszmdk szamdhoz, mint 7 : 5. Mekkora
azn?

*

Egy gréaf gyakran olyan helyzette ir le, ahol a csticsok résztvevéket" jelentenek
és kétféle résztvevs van (szolgaltato/felhasznalo, gyar /raktar, tanar/didk stb.) és az
élk olyan kapcsolatokat irnak le, amely két részvevije két kiilonbozd fajtéaju csucs.
Az ilyen grafokat parosnak vagy kétrészesnek nevezziik. Fromalisan G paros graf,
ha V(G) = AUB és minden élenek egyik végpontja A-beli, masik végpontja B-beli.
(Specialisan egy parosgrafban nemlehet hurokél).

Kozépiskolai feladatokban a kétféle cstcs gyakran a megfogalmazasban fit/lany
szereplSkkel van kodolva.

39. Feladat. A K,,,C,,,S,, Py, (n,m =1,2,...) grifok kozil melyek parosak?
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40. Feladat. Az aldbbi dbrdn ldthato karikdk egy telken lévd gyimdlesfikat jelolik.
A

o O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O

B

Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan eqy rigd l. Iddegységenként mindkét
maddr tole északi, déli, keleti vagy nyugati irdnyban dllo legkozelebbr fak eqyikére
repil. Lehetséges-e, hogy valamikor mindketten ugyanazon a fdn tlnek?

41. Feladat. Legyen G egy pdros grif A és B szinosztdlyokkal. Bizonyitsuk be, hogy
Y dw) =) d(v) = |E(G)].
vEA veB

42. Feladat. Egy klubesten hét lany és hét fii vett részt. Eqy jdték sordn mindenki
felirta egqy céduldra, hogy az est folyamdn hdny kilonbézd partnerrel tdncolt. A
cédulakon rendre a

3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6,6,6,

szdmok szerepeltek. — Bizonyitsuk be, hogy valaki tévedett.

43. Feladat. Van-e olyan pdaros grif, illetve egyszeri pdros grif, amelyek fokszdm-
sorozata az aldbbi

(i) 1,2,3,4,4
(i) 2,3,3,6,9,157

44. Feladat. Legyen d; egy vdrosban azon hdzak szima, amelyekben legalabb k
ember él (dy > dy > ds > ...). Legyen c¢; az i-edik hdzban lakd emberek szdma, ahol
a hdzak a lakok szama szerint rendezettek (c; > co > c3 > ...). Bizonyitsuk be, hogy

Cl) 01+CQ+03+"':d1+d2+d3+"',
b) A+cs+cE+--=d +3dy+5d3+ -+ (2k — V)dy. + -+ -,
) 3+di+di+--=c1+3co+5c3+ -+ 2k — D)+ -+ -

45. Feladat. Eqgy kormérkdzéses sakkbajnoksdigon két orszdig mindeqyikébdl n ver-
senyzd vett részt. A verseny befejeztével nem volt két azonos pontszami versenyzd.
Bizonyitsuk be, hogy az induldk kézott volt olyan, aki sajdt honfitarsai ellen legaldbb
annyi pontot szerzett, mint a mdsik orszdag képuviseldi ellen.

46. Feladat. Adott néhdny pont, amelyek kozotti szakaszok két szinnel (pirossal
és kékkel) vannak kiszinezve. Tudjuk, hogy bdarhogyan vesszik is a szakaszok dltal
alkotott zart torottvonalak eqyikét, az ebben eldfordulo piros szakaszok szdima pdros.
Bizonyitsuk be, hogy a pontok két részre oszthatok gy, hogy a piros szakaszok pon-
tosan a kiilonbozd osztdlybeli pontokat dsszekotd szakaszok legyenek.

*

Egy graf regularis, ha minden csticsdnak ugyanannyi a foka. Ha a fokok kozos
k értékét hangsilyozni szeretnénk, akkor azt mondjuk, hogy grafunk k-regularis.
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47. Feladat. A K,,,C,,, S, Pp, Ky (n,m = 1,2,...) grdfok kozil melyek reguldri-
sak?

48. Feladat. A sikon adott 1991 pont, amelyeket kiszinezink piros, fekete és zéld
szinekkel (mindeqyik szint felhaszndljuk). A kilonbézd szint pontpdrok némelyikét
osszekotjik eqy szakasszal igy, hogy minden pontbol ugyanannyi szakasz induljon ki.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan piros pont, amely fekete és zold ponttal is dssze van
kétve.

49. Feladat. Egy k-reguldris eqyszerd grdafnak hdny pontja lehet?
50. Feladat. Milyen k-ra létezik egy korvonalon

a) 10,

b) 100,

c)n

w dgy, hogy mindeqyik pontosan k mdsikat metsszen?

*

Egy grafbol egy e él elhagyasa/torlése azt jelenti, hogy az élhalmazbol kihagyjuk
az e élt. A maradék élek két végpontja ugyanaz marad. Egy grafbol egy u csics
elhagyésa/torlése azt jelenti, hogy a csticshalmazbol kihagyjuk u-t és az élhalmazbol
kihagyjuk azokat az éleket, amelyek illeszkednek u-ra. A maradék élek két végpontja
ugyanaz marad.

Egy G grafnak az R graf részgrafja, ha cstcsok és élek elhagyasaval megkaphato
R a G-b6l. Egy G grafnak az S graf feszitett részgrafja, ha csicsok elhagyasaval
megkaphatdo S a G-bsl. Egy G grafnak az F' graf feszité részgrafja, ha élek
elhagyasaval megkaphaté F' a G-bdl.

51. Feladat. Az eddigiekkel 6sszhangban definidljuk irdnyitott grifok részgrifjait.

52. Feladat. A K,,,C,,, Sy, P, Ki i (n,m = 1,2,...) grdfok kozétt hatdrozzuk meg
az dsszes part ugy, hogy az eqyik a mdsik részgrdafja legyen (azaz az egyik tartalmazzon
a masikkal izomorf részgrafot). Hatdrozzuk meg az dsszes part gy, hogy az egyik a
madsik feszitett részgrafja legyen.

53. Feladat. Egy 5x5 méretd telket 25 darab 1x1 méretd parcelldra osztottunk. Van
25 mand, akik kozil mindegyik legfeljebb hdarom mdsikat utdl (az utdlat kélesonos).
Bizonyitsuk be, hogy a mandk elhelyezhetdk az egyes parcellakban gy, hogy egyikiik
sem utdlja a szomszédait. (Két parcella szomszédos, ha van kézds hatdrszakaszuk.)

*

Egy egyszert G graf G komplementere az a graf, amely csticshalmaza ugyanaz
mint G-é, de két cstics akkor és csak akkor szomszédos, ha nem volt az G-ben.

54. Feladat. Tudjuk, hogy G izomorf a komplementerével. Bizonyitsuk be, hogy G
pontszama 4k vagy 4k + 1 alaki.
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55. Feladat. Adjuk meg az dsszes 4, illetve 5 ponti grdfot, amelyek izomorfak
komplementeriikkel.

*

Egy G graf L(G) élgrafja az a graf, amely csucsait G élei alkotjak és e, f
két élgrafbeli cstics/két G-beli él akkor és csak akkor Osszekotott, ha van kozos
végpontjuk.

56. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen G grif élgrafja sem tartalmaz Ss grdfot
(hdrom €li csillag) feszitett részgrdafként.

57. Feladat. Adjunk meg olyan grdfot, amely az S3 grdfot nem tartalmazza feszitett
részgrafként, és egyetlen grdifnak sem élgrdafja.
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