KOMBINATORIKA GYAKORLAT

osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

Séta, ut, vonal, kor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2020.

1. Feladat. Legyen G egy grdaf. Az a,b pontokra azt mondjuk, hogy a-bdl elérhets
b, ha a-bol vezet séta b-be. Jeloljiik ezt a reldciot a ~ b-vel. Ekkor

(1) a ~ a,
(ii) a ~ b esetén b ~ a,
(111) a ~ b,b ~ c esetén a ~ c.
2. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd grifokban a ~ elérhetdségi reldciot:

(1) A G egyszerd grdf csicsai{1,2,...,n}. i ésj dsszekotitt, hai = j+2 (mod n)
vagy j =i+ 2 (mod n).

(i) A G egyszerd graf csucsai{1,2,...,n}. i ésj dsszekotott, hai = j+3 (mod n)
vagy j =1+ 3 (mod n).

(11i)) A G egyszeri grif csicsai eqy sakktdbla 64 mezdje. Két mezd dsszekotitt, ha
eqy futo az eqyikrél a mdsikra léphet.

(iv) A G egyszerd grdf csucsai eqy sakktdibla 64 mezdje. Két mezd dsszekitott, ha
eqy huszdr az eqyikrdl a mdasikra léphet.

(v) Oldjuk meg az el6z6 feladatot n x k méretd tdabla esetére is.

3. Feladat. (i) Bizonyitsuk be, hogy eqy G grif pontjait Vi,..., Vi osztdlyokba
sorolhatjuk (azaz minden pont beletartozik valamelyik osztdlyba, és mindegyik csak
eqy osztdlyba tartozik) oly mddon, hogy Vi-n belil barmely két pont dsszekithetd
legyen ittal, és kilonbozd osztalybeli pontok kozott ne vezessen 1it.

(i1) A fenti tulajdonsdgi osztdlyozds egyértelmd.

4. Feladat. Legyen = eqy tetszdleges pontja a G grifnak. G pontjait szintekre
osztjuk: So = {x}; S1 az x szomszédainak halmaza; ha az i-edik szintet, S;-t mdr
definidltuk, akkor S;y1 tartalmazza V(G)\ (SoUS1U...US;)-bdl — azaz az eddig
be nem sorolt pontok kozil — azokat, amelyek S; valamely pontjdval szomszédosak.
Bizonyitsuk be, hogy

(1) a G grif akkor és csak akkor dsszefiiggd, ha az dsszes pontot besoroltuk valamely
szintre,

(i1) a szintekre besorolt csicsok pontosan az x csics komponensének csiucsat,

(111) y akkor és csak akkor van az i-edik szinten, ha létezik i hosszi xy it, de i-nél
rovidebb mdr nem létezik.
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5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy grdf akkor és csak akkor mem dsszefiiggd, ha
pontjait két nemiires osztdlyba tudjuk sorolni wigy, hogy kilonbozd osztdlybeli pontok
k6zott ne vezessen él.

6. Feladat. Az aldabbi dbrdn ldthato karikak egy telken levd gyiimdolcsfakat jelélik.
A

O O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O
O O O O O

B

Az A-val jelolt fan eqy cinke, a B-vel jelolt fan eqy rigo il. Mindkét maddr az eqyik
fdarol csak a legkdzelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i irdnyban lévd fak egyikére
repil. Lehetséges-e, hogy valamikor mindkettd ugyanazon a fan l?

7. Feladat. Lehet-e eqy dsszefliggd grif fokszimsorozata a kévetkezd:
1,1,1,1,1,1,2,2,3,3?

8. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy dsszefiiggd grafban minden pont foka legfel-
jebb 2, akkor ez 1t vagy kor.

9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy G vagy G dsszefiiggd.

10. Feladat. Egy orszigban N wvdros van.

a) Bdrmely két vdros hajo- vagy repilduttal van dsszekitve. Bizonyitsuk be, hogy
kiwdlaszthato az eqyik kozlekedési eszkoz gy, hogy csak ezeket felhaszndlva barmely
két vdros kozitt lehessen kozlekedni (természetesen dtszdllds megengedett).

b) Bdrmely két vdros egy hajo-, repild- vagy vasittal van dsszekdtve. Bizonyitsuk
be, hogy kivdlaszthato eqy kozlekedési eszkioz és N/2 wvdros gy, hogy az N/2 vdros
kézott a vdlasztott eszkozzel kozlekedni lehessen.

c) Adjunk egy példdt, ami azt mutatja, hogy a b) rész dllitasa ,Eles" (azaz az
dllitasban szerepld N/2 szdm nagyobbal nem helyettesithetd).

11. Feladat. Egy orszdgban tobb, mint szdz vdros van a févdrost nem szimolva. A
fovdros szdz mdsik varossal van dsszekotve, és a tobbi varos mindeqyikébdl tiz mdsikba
lehet utazni. Tudjuk, hogy bdrmely két varos kézt lehet utazni. Bizonyitsuk be, hogy
a fovdrosbol kiindulo utak fele lezdrhato gy, hogy még mindig lehessen barmely két
varos kozott utazna.

12. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy G dsszefiiggd graf eqy korébdl elhagyunk eqy élt,
akkor a maradék grdaf is dsszefiiggd lesz.

13. Feladat. Ha egy 2n ponti egyszerd grdfban minden pont foka legaldbb n, akkor
a graf dsszefiliggd.
14. Feladat. (i) Bizonyitsuk be, ha eqy eqyszerd grifnak

(V&)= D(IVIG)-2)

1
5 +

éle van, akkor az dsszefiiggd.
(i1) Igaz-e (i) dllitdsa, ha az egyszerd grifnak csak
V(&) =DHIV(G)] - 2)
2

éle van?
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15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy G akkor és csak akkor nem erdsen dsszefiliggd,
ha a G iranyitott graf pontjai két nemiires A, B részre oszthatok gy, hogy az A és
B kozti élek kezddopontjai A-ban legyenek.

16. Feladat. Egy vdrosban terek és tereket 6sszekotd, mar nem keresztezddd utcdk
vannak. Minden térre legaldbb hdrom utca fut be, €s minden utca ,egyiranyusitva”
van. Tudjuk, hogy barmely térrdl barmely mdsikra eljuthatunk. Bizonyitsuk be, le-
zdrhato egy utca gy, hogy tovdbbra is barmely térrdl barmely térre eljuthassunk.

17. Feladat. Irdnyithato-e minden osszefiiggd graf gy, hogy a kapott iranyitott graf
erdsen dsszefiiggd legyen?

18. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy dsszefiiggd G grafban nincs olyan €l, amelynek
elhagydsa utdn megszinne az dsszefiiggdsége, akkor irdnyithato gy, hogy erdsen
osszefiliggd legyen.

19. Feladat. Legyen 8 a K, teljes grdf (n > 7) egy irdnyitdsa. Tegyiik fel, hogy 8
nem erdsen 0sszefiiggd. Bizonyitsuk be, hogy G -nek van olyan pontja, hogy az erre

illeszkedd élek iranyitdsdt megforditva eqy erdsen 6sszefliggd grdafot kapunk.
Igaz marad-e az dllitdas, ha n =69

20. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd dllitasok ekvivalensek, azaz az eqyik
akkor és csak akkor teljesiil eqy grafra, ha a mdsik is.

(i) G fa,
(11) G dsszefiiggd és nincs benne kor,
(111) G-ben nincs kér, de barmely élt hozzdadva lesz benne.

(iv) Bdrmely két pontot pontosan egy 1t kit dssze.

21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy legaldbb 2 ponti faban van legaldbb két elsd-
foku csics.

22. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy minden n ponti finak n — 1 éle van.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti G grdf akkor és csak akkor fa, ha dsszefiiggd
ésn—1 éle van.

c) Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti G grdf akkor és csak akkor fa, ha n — 1 éle
van, €s nincs benne kor.

23. Feladat. Egy ,grdfépitési modszert" definidlunk. Kiindulunk egy pontbdl. Fel-
vesziink eqy 1j pontot, és 0sszekdtjik az elézovel. Ha mar van eqy G grdafunk, akkor
erre gy épitkeziink, hogy eqy uj pontot felvesziink, és a régi grdf pontosan eqy pont-
javal kétjik dssze. Az dltaldnos séma és eqy konkrét példa az alabbi dbrdn ldthato.

G
GU
o A .. 4 v

A A AN IS
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Bizonyitsuk be, hogy ezzel az épitkezési maodszerrel csak fdakat kaphatunk, és az
osszes fa megkaphato alkalmas sorozattal.

24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy fa automorfizmusdinak van fizpontja vagy
fixéle.

25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy 2n €li fa élhalmaza felbonthaté n darab
diszjunkt pdrra, ahol eqy pdarban szomszédos élek szerepelnek.

26. Feladat. Bizonyitsuk be, ha egy n ponti faban (n > 4) nincs mdsodfoki pont,
akkor a fanak legaldbb 2™/? darab részfdja van.

27. Feladat. (i) Bizonyitsuk be, hogy eqy fa Gsszefiiggd részgrifja is fa.

(i1) Legyenek Ty,..., Ty eqy T fa dsszefiiggd részgrifjai. Bizonyitsuk be, ha bdr-
melyik két T; és T; fanak van kozos pontja, akkor van olyan pont, amely az 0sszes
T;-n rajta van.

28. Feladat. (i) Egy n-szoget (n > 4) egymdst nem metszd dtlokkal hdaromszo-
gekre bontunk. Definidlunk eqy grdfot, ennek csicsai a felbontds hdromszogei. Két
hdromszaget dsszekotiink, ha van kézos oldaluk. Bizonyitsuk be, hogy a kapott grdf
fa.

(i1) Bizonyitsuk be, hogy a fenti felosztasban legaldbb két olyan hdromszdg is van,
amelynek két oldala is az eredeti sokszog oldalai kozil keril ki.

29. Feladat. Egy G grdfban nincs kor, G komponenseinek szima c. Bizonyitsuk
be, hogy G éleinek szama n — c.

30. Feladat. k skatulya kozil bizonyosokba (egy-egy) kisebb méreti skatulydt tet-
tink, ezek kizil bizonyosokba ismét (egy-eqy) kisebb méretd skatulydkat raktunk és
19y tovabb. Ezek utan megszamldltuk, hdany olyan skatulyank van, amelyben legaldbb
eqy tovabbi skatulya van. Azt taldltuk, hogy m ilyen van. Hdny skatulydank van
osszesen?

31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n ponti dsszefiiggd grdafnak van n ponti
farészgrdfja.

32. Feladat. (i) Bizonyitsuk be, hogy eqy G dsszefiiggd grafnak legaldbb |V (G)|—1
éle van.

(11) Hatdrozzuk meg, legalabb hdny éle van egy n csucsi 0sszefiiggd grifnak, ha
tudjuk, hogy a graf minden éléhez van ezt tartalmazo 3 hossziu kor.

33. Feladat. Egy n ponti teljes grif éleit — felvdltva egy-eqy élt — A és B kiszinezi
pirosra. Az veszit, aki elséként hoz létre piros szini kort. Melyik jatékosnak van
nyerd stratégidja, ha A kezdi a jatékot?

34. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely legaldbb kétponti dsszefiiggd grafbol el-
hagyhato egy pont (természetesen az ebbdl kiindulo élekkel) gy, hogy a maradék grdf
is 0sszefliggd legyen.

35. Feladat. Bizonyitsuk be, ha G dsszefiiggd, akkor tetszdleges x,y,z € V(G)-re:

(1) d(xz,y) >0, és egyenldség csak x =y esetben dll fenn,
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(ir) d(z,y) = d(y,z),
(1i1) d(z,y) + d(y,z) > d(zx, z).

36. Feladat. Legyen G egy dosszefiiggd grdf. Legyen D(x,y) az x,y pontok kozott
vezetd legtobb €l it hossza. Bizonyitsuk be, hogy ekkor:

(1) D(z,y) >0, és egyenldség csak x =y esetben teljesiil,
(i) D(z,y) = D(y, ),
(1ii) D(z,y) + D(y,z) = D(z, z).

37. Feladat. Egy kor alaki to partjdin vdrosok vannak. A vdrosok kéziott hajojaratok
vezetnek gy, hogy az A és B vdrosok kézott akkor és csak akkor van hajo osszekotte-
tés, ha a tolik jobbra lévd A" és B’ szomszédjaik kozott nincs hajdjdrat. Bizonyitsuk
be, hogy bdrmely két vdros kozott utazhatunk hajoval, legfeljebb két dtszdlldssal.

38. Feladat. Egy vdros alakja konvexr sokszog, utcdi az dtlok, és keresztezddéseik
az dtlok metszéspontjai. (Nincs hdrom dtlo, amelyek egy pontban metszik eqymdst.)
A wdrosban bevezetik a villamoskézlekedést gy, hogy eqy villamosvonal eqy utca,
és minden keresztezddésben megdlldja van az ott dthaladd vonal(ak)nak. Minden
keresztezddésben legaldabb eqy utcan megy villamos. Bizonyitsuk be, hogy barmely
keresztezddésbdl eljuthatunk barmely mdsikba legfeljebb két dtszdlldssal.

39. Feladat. Egy bolha a derékszoqi koordindta-rendszer egész koordindtdji pontjain
ugral. Mindig eqy szomszédos racspontra ugrik a tengelyekkel parhuzamosan. Hdny
kiilonbozd helyen lehet szdz ugrds megtétele utan, ha tudjuk, hogy most az origoban
van?

40. Feladat. Egy orszdgban n vdros van, bairmely két vdros kézdtt vezet eqy eqyird-
nyusitott kozvetlen ut. Bizonyitsuk be, hogy kijelolhetd eqy vdros gy, hogy minden
mds vdros elérhetd ebbdl legfeljebb egyetlen mdsik vdros érintésével.

41. Feladat. Legyen G eqy irdnyitott graf. Bizonyitsuk be, hogy kijelolhetd eqy A
ponthalmaz gy, hogy ezen belil ne haladjon €él, de minden A-n kivili pont elérhetd
legyen eqy A-beli pontbdl legfeljebb 2 hosszi irdnyitott dttal.

42. Feladat. Definidljuk az irdnyitott séta, vonal, it, korséta, kérvonal, kor fogal-
mdt.

43. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd dllitasok ekvivalensek, azaz az eqyik
akkor és csak akkor teljesil eqy G grifra és két pontjdra (u és v), ha a mdsik kettd
18:

(i) G-ben létezik uv séta,
(1) G-ben létezik uv vonal,
(1ii) G-ben létezik uv 1it.
44. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grdfra a kévetkezdk ekvivalensek:

(i) G-ben létezik korvonal,
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(11) G-ben létezik kor.

45. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grifra és eqy v csicsra a kiévetkezdk ekvi-
valensek:

(1) G-ben létezik v-n dtmend korvonal,
(1) G-ben létezik v-n dtmend kor.

46. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grdfra és eqy e élre a kovetkezdk ekviva-
lensek:

(1) G-ben létezik e-n dtmend kérvonal,
(1) G-ben létezik e-n dtmend kor.

47. Feladat. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a fenti négy feladat irdnyitott
vdltozatdt.

*

48. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grifban akkor és csak akkor van Euler-
vonal, ha G bdarmely két pontja kozt van 1ut, és maximum két pontja pdratlan foki.

49. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grdafban akkor és csak akkor van Euler
kérvonal, ha G barmely két pontja kozt van it, és minden pontja pdros foki.

50. Feladat. A kévetkezd grdfok kozil melyekben van FEuler-vonal, és melyekben
van Euler-kérvonal?
Kn7 Kn,ma Snv Pna Cn

51. Feladat. Lerajzolhatok-e az aldbbi dbran ldthatd alakzatok ceruza felemelése
nélkil gy, hogy minden vonalat eqyszer és csak eqyszer huzunk meg?

AN

52. Feladat. Legyen V' egy olyan vonal, amely lerajzolhatd ceruzdnk felemelése
nélkil is a kezddpontba vald visszatéréssel (egy szakaszon csak egyszer haladhatunk
végig). Bizonyitsuk be, hogy ez a lerajzolds ugy is elvégezhetd, hogy memcsak nem
emeljiik fel ceruzdnkat, de a rajzolds sordn nem is metssziik dt a mdr megrajzolt részt
(azaz masképpen kifejezve: amikor eqy keresztezddésen halad dt ceruzdank, akkor az
dthaladds ,lekerekithetd” gy, hogy az igy modositott vonal egydltaldban ne metssze
onmagdat).

53. Feladat. Egy G grifban 2k (k > 1) pontnak van pdratlan foka, és barmely két
pont kozott van ut. Bizonyitsuk be, hogy G élhalmaza elddll k darab diszjunkt vonal
unidjaként. Elddllithato-e kevesebb vonal felhaszndldsdval is?
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54. Feladat. Legyen G egy olyan grdf, amelynek barmely két pontja kozott vezet
ut. Legyen S eqy olyan séta, amely az dsszes €lt tartalmazza, és minimdlis hosszi.
Bizonyitsuk be, hogy S egyetlen élen sem halad dt kettonél tobbszor.

55. Feladat. Fogalmazzuk meqg és bizonyitsuk be az irdnyitott Euler-vonalak és
iranyitott Euler-korvonalak létezésére vonatkozo sziikséges €s elegendd feltételeket.

56. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy grdf minden pontjinak foka pdros, akkor ird-
nyithato gy, hogy minden csics esetén a befuto élek szama megegyezzen a kifuto
élek szamdval, azaz dt(x) = d~(z) legyen minden x csicsra.

*

57. Feladat. Ha eqy egyszeri grdfban minden pont foka legalabb d, akkor létezik
benne d hosszu 1t.

58. Feladat. ¢ darab kétszemélyes csapatot dallitunk dssze n jdatékosbol (egy jatékos
tobb csapatban is lehet). A csapatokat megszimozzuk 1-t61 q-ig. Legyen m = [2q/n].
Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthatunk m csapatot gy, hogy szdmaik szerint novekvd
sorrendbe rakva ket mindegyik csapat esetén az eqyik tag az eldzd, a mdsik tag a
kévetkezd csapatban is szerepel (az elsd és az utolsé csapat esetén persze csak az
eqyik feltételt tessziik fel).

59. Feladat. Ha egy G grdf minden foka legaldbb 2, akkor van benne kor.
60. Feladat. Ha eqgy n ponti G grafnak legaldbb n éle van, akkor van benne kor.

61. Feladat. Egy n x n-es tdbldzat minden mezdjében egqy-eqy betd van. A tabldzat
barmely két sora kiilonbozd. Bizonyitsuk be, hogy a tabldazatnak van eqy olyan oszlopa,
amelyet elhagyva a megmarado tabldazatnak nincs két eqyezd sora.

62. Feladat. Egy bajnoksdigon 16 teniszezd indult, mindenki mindenkivel eqyszer
jatszott.  Teqyiik fel, hogy bdrmely tiz versenyzdt kivdlasztva ezek korbe dllithatok
ugy, hogy mindenki legydzte a jobb oldali szomszédjdt.

a) Lehetséges-e a jatszmdk ilyen kimenetele?

b) Mutassuk meg, hogy ha a fenti feltétel teljesiil barmely tiz versenyzdre, akkor
teljestil barmely 11-re is.

*

63. Feladat. Bejdrhato-e a sakktdbla lougrdssal ugy, hogy minden mezdre eqyszer
és csak eqyszer lépjiink, €s visszatérjink a kiinduld mezdre?

64. Feladat. Bastydval bejarhatd-e az n X m-es sakktdabla gy, hogy minden mezdre
eqyszer €s csak eqyszer lépjiink, €s visszatérjink a kiinduld mezdre?
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65. Feladat. Husz vdros kozott az aldbbi dbrdn ldthaté mddon vannak utak (ezek
eqy dodekaéder élei). Bejdrhato-e a hisz vdros gy, hogy a kiinduldopontba érjink

wissza, mindeqyik vdroson csak egyszer haladjunk dt, és a varosok kozétt az utakon
haladjunk?

66. Feladat. Van-e az aldbbi dbrdn lathato grafoknak Hamilton-kiore?

ey B

67. Feladat. Elhelyezhetdk-e eqy kor keriletén az 1,2,...,12,13 szamok gy, hogy
barmely két szomszédos szam kiilonbsége abszolut értékben legaldbb 3 és legfeljebb 5
legyen?

68. Feladat. Fgy 6 x 6-o0s sakktdbla minden mezdjén dll eqy torpe. A torpék egy
adott mezdrdl csak a vele élben szomszédos mezdk valamelyikére léphetnek. Mely
torpék juthatnak el a jobb also sarokba gy, hogy utkézben a 36 mezd mindegyikén
eqyszer és csak eqyszer haladhatnak dat?

69. Feladat. Egy szabdlyos hdromszog oldalait n részre osztjuk. Az osztdspontokon
keresztil parhuzamosokat rajzolunk az oldalakkal. Igy az eredetit n® kisebb hdrom-
szogre osztottuk. A kis hdaromszéogek sorozatdt lancnak nevezziik, ha az eqymds utdani
hdaromszogeknek van kozos oldala, €s nincsenek kozottik ismétldddek. Hatdrozzuk
meq azt a legnagyobb szdmot, amennyi hdromszogbdl dllo lanc létezik.

70. Feladat. (a) Bizonyitsuk be, hogy K, minden irdnyitisinak van irdnyitott
Hamulton-itja.

(b) Adjunk K,-nek irdnyitast ugy, hogy a kapott irdnyitott grdfban ne legyen ird-
nyitott Hamilton-kor.

71. Feladat. Bizonyitsuk be, ha K, -t gy irdnyitjuk, hogy minden pontjabol min-
den pontjaba eljuthatunk wranyitott iton, akkor K, ezen iranyitdasanak van iranyitott
Hamulton-kore.

72. Feladat. Legyen P eqy it eqy eqyszerd grdafban, amely utolsé e éle a z csicsba
vezet. z-bdl eqy e-tdl eltérd f él P eqy csucsaba vezet. Igazoljuk, hogy grdafunkban
van eqy mdasik ut is, amely ugyanabbol a pontbol indul ki mint P és ugyanazokat
a csiucsokat jarja be. Igazoljuk, hogy ezen it vdlaszthato gy, hogy végpontja z-tdl
eltérd legyen. Eqy ilyen utat P csavarasanak nevezink.
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73. Feladat. Legyen G egy eqyszeri grdf, amely minden csicsa legaldbb a csiucsok
felével szomszédos. Legyen P egy 1it, amley nem jdrja be azdsszes csiucsot. Igazoljuk,
hogy P vagy egqy csavart valtozata olyan, hogy utolso csucsanak van P-n kivili pontja.

74. Feladat. Legyen G egy egyszeri grdf, amely minden csicsa legaldbb a csicsok
felével szomszédos. Igazoljuk, hogy G-ben van Hamilton-uit.
lgazoljuk azt is, hogy van olyan Hamilton-1it, amely két végpontja dsszekotott.

Séta, ut, vonal, kor-9



