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e Rekurziéval mar tobbszor taldlkoztunk. ldézziink fel néhany
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak

e Rekurziéval mar tobbszor taldlkoztunk. ldézziink fel néhany
példat.

Hény részhalmaza egy n elemii halmaznak?

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak

e Rekurziéval mar tobbszor taldlkoztunk. ldézziink fel néhany
példat.

Hény részhalmaza egy n elemii halmaznak? Legyen r, a kérdésre a
vélasz.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak

e Rekurziéval mar tobbszor taldlkoztunk. ldézziink fel néhany
példat.

Hény részhalmaza egy n elemii halmaznak? Legyen r, a kérdésre a
vélasz. Ekkor

n=1, rhn=2r,—1 han>1.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak

e Rekurziéval mar tobbszor taldlkoztunk. ldézziink fel néhany
példat.

Hény részhalmaza egy n elemii halmaznak? Legyen r, a kérdésre a
vélasz. Ekkor

n=1, rhn=2r,—1 han>1.

Hényféleképpen allithatdk sorba egy n elemii halmaz elemei?
Legyen s, a kérdésre a vélasz. Ekor

so=1, s,=n-s,_1 han>1.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak (folytatas)

Hényféleképpen jatszhat korjatékokat n gyerek? Legyen p, a
kérdésre a valasz. Ekkor
po=1 p,=n-p,_1 han>1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak (folytatas)

Hényféleképpen jatszhat korjatékokat n gyerek? Legyen p, a
kérdésre a valasz. Ekkor

po=1 p,=n-p,_1 han>1

Példa

Hany k elemii részhalmaza van egy n elemi halmaznak? Tegyuk
fel (feltehetjiik) hogy 0 < k < n. Legyen (}) a vélasz. Ekkor

(-2 (-G () mo<ren

| A\

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak (folytatas)

Hényféleképpen jatszhat korjatékokat n gyerek? Legyen p, a
kérdésre a valasz. Ekkor

po=1 p,=n-p,_1 han>1

Példa

Hany k elemii részhalmaza van egy n elemi halmaznak? Tegyuk
fel (feltehetjiik) hogy 0 < k < n. Legyen (}) a vélasz. Ekkor

(-2 (-G () mo<ren

e A fenti példak mindegyikében egy szamsorozat illetve egy
szdmtabldzat adta meg a valaszt.

| A\

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Példak (folytatas)

Hényféleképpen jatszhat korjatékokat n gyerek? Legyen p, a
kérdésre a valasz. Ekkor

po=1 p,=n-p,_1 han>1

Példa

Hany k elemii részhalmaza van egy n elemi halmaznak? Tegyuk
fel (feltehetjiik) hogy 0 < k < n. Legyen (}) a vélasz. Ekkor

(-2 (-G () mo<ren

e A fenti példak mindegyikében egy szamsorozat illetve egy
szdmtabldzat adta meg a valaszt. Egy szabalyt adtunk meg, amely
kérdéses szamok elhelyezésében minden poziciéra megmondta,

hogy az ott all6 érték hogyan szamolhaté ki a kordbbi elemekbdl.
Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}7°, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd

duplaja all."

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

1,2,4,8,16,32,64,128,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

1,2,4,8,16,32, 64,128, 256,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

1,2,4,8,16,32, 64,128,256, 512,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példak

Az {r,}72, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat
kielégiti az alabbi szabalyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk,
amitdl balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell
allni. Ha tole balra all egy szam, akkor jelen helyen a balszomszéd
dupldja all.”

o A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szamainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszéleges pozicidjahoz
eljuthatunk és az ott 4ll6 elemet megkaphatjuk:

1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048, . ..

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}° , elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszdmolhatjuk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}>, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszlleges poziciéjdhoz
eljuthatunk és az ott all6 elemet megkaphatjuk:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}>, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszlleges poziciéjdhoz
eljuthatunk és az ott all6 elemet megkaphatjuk:

1,1,2,6,24,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}>, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszlleges poziciéjdhoz
eljuthatunk és az ott all6 elemet megkaphatjuk:

1,1,2,6,24,120,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}>, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszlleges poziciéjdhoz
eljuthatunk és az ott all6 elemet megkaphatjuk:

1,1,2,6,24,120, 720,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa

Az{s,}>, elemeit egy sorba felirva képzeljiik el. A sorozat kielégiti
az alabbi szabdlyt: ,, Ha a bal oldali poziciéban allunk, amitdl
balra egyetlen elem sincs irva, akkor ott egy 1-esnek kell allni. Ha
tole balra all egy szam, akkor ott 1évé szamot gy kapjuk meg
hogy az elétte all6 szimok szdmaval (a pozicié indexével)
megszorozzuk a kozvetlen el6tte allé szamot.”

o Példaul s3 esetén elotte all hdrom elem: sy, 51,5 és igy
3-szorozzuk sp-t.

e A szabdly ismételt alkalmazasaival balrdl jobbra sorrendben
szdmainkat kiszamolhatjuk. A sorozat tetszlleges poziciéjdhoz
eljuthatunk és az ott all6 elemet megkaphatjuk:

1,1,2,6,24,120,720,5040, ...

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa: Pascal-haromszog

Az {(}) } oo elemeket egy hiromszog alaki tablazatba irjuk. Az

{(Z)}ZZO elemek keriilnek egy sorba. (Ahogy n né a sorok egyre
szélesebbek lesznek.)

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa: Pascal-haromszog

Az {(}) } oo elemeket egy hiromszog alaki tablazatba irjuk. Az
{(Z)}ZZO elemek keriilnek egy sorba. (Ahogy n né a sorok egyre
szélesebbek lesznek.) Ahogy n n6 a sorokat Ugy irjuk egymds ala,
hogy a minden sorban a kozéps6 szam, illetve a két kozépsé szam
~felezé pontja” egy fligglleges egyenesre keriiljenek.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa: Pascal-haromszog

Az {(}) } oo elemeket egy hiromszog alaki tablazatba irjuk. Az
{(Z)}ZZO elemek keriilnek egy sorba. (Ahogy n né a sorok egyre
szélesebbek lesznek.) Ahogy n n6 a sorokat Ugy irjuk egymds ala,
hogy a minden sorban a kozéps6 szam, illetve a két kozépsé szam
~felezé pontja” egy fligglleges egyenesre keriiljenek.

» Ha valamelyik sor szélsé (els6 vagy utolsd) pozicijaban allunk
akkor ott egy 1-es &ll. (Ezen pozicidkra mint a tdblazat
széle/pereme hivatkozhatunk.)

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

Példa: Pascal-haromszog

Az {(}) } oo elemeket egy hiromszog alaki tablazatba irjuk. Az

{(Z)}ZZO elemek keriilnek egy sorba. (Ahogy n né a sorok egyre
szélesebbek lesznek.) Ahogy n n6 a sorokat Ugy irjuk egymds ala,
hogy a minden sorban a kozéps6 szam, illetve a két kozépsé szam
~felezé pontja” egy fligglleges egyenesre keriiljenek.

» Ha valamelyik sor szélsé (els6 vagy utolsd) pozicijaban allunk
akkor ott egy 1-es &ll. (Ezen pozicidkra mint a tdblazat
széle/pereme hivatkozhatunk.) Ha nem ilyen helyen &llunk, akkor
poziciénkhoz viszonyitva van egy ENy—i és egy EK-i szomszéd. Az
ott lathatd szamok osszege all az aktualis helyen.”

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

o A szabdly ismételt alkalmazdsdval soronként balrdl jobbra, sorok
kozt fentrol lefelé sorba adddnak az értékek.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

o A szabdly ismételt alkalmazdsdval soronként balrdl jobbra, sorok
kozt fentrdl lefelé sorba adédnak az értékek. Tetszdleges
poziciéhoz eljutunk és az ott 3llé szdm értékét megkapjuk.

1
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1 3 3 1
1 4 6 4 1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

o A szabdly ismételt alkalmazdsdval soronként balrdl jobbra, sorok
kozt fentrdl lefelé sorba adédnak az értékek. Tetszdleges
poziciéhoz eljutunk és az ott 3llé szdm értékét megkapjuk.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

o A szabdly ismételt alkalmazdsdval soronként balrdl jobbra, sorok
kozt fentrdl lefelé sorba adédnak az értékek. Tetszdleges
poziciéhoz eljutunk és az ott 3llé szdm értékét megkapjuk.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: Szoveges példdk (folytatas)

o A szabdly ismételt alkalmazdsdval soronként balrdl jobbra, sorok
kozt fentrdl lefelé sorba adédnak az értékek. Tetszdleges
poziciéhoz eljutunk és az ott 3llé szdm értékét megkapjuk.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szdam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Definicié
Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szdam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Egy sorozat kielégit egy rekurziét, ha a sorozat mind poziciéjdban
az a szam all, amit a szabdly szerint kiszdamolunk az el6tte 4ll6
értékekbal. |

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Definicié

Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Egy sorozat kielégit egy rekurzidt, ha a sorozat mind pozicidjdban
az a szam all, amit a szabdly szerint kiszdamolunk az el6tte 4ll6
értékekbal.

e Fontos tudni,hogy az lires/0 hosszli szamsorozat is véges szam
(0 darab) egy sorozata.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Definicid

Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Egy sorozat kielégit egy rekurzidt, ha a sorozat mind pozicidjdban
az a szam all, amit a szabdly szerint kiszdamolunk az el6tte 4ll6
értékekbdl.

e Fontos tudni,hogy az lires/0 hosszli szamsorozat is véges szam
(0 darab) egy sorozata. Szabalyunknak/rekurziénknak ekkor is
meg kell adni egy értéket.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Definicid

Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Egy sorozat kielégit egy rekurzidt, ha a sorozat mind pozicidjdban
az a szam all, amit a szabdly szerint kiszdamolunk az el6tte 4ll6
értékekbol.

e Fontos tudni,hogy az lires/0 hosszli szamsorozat is véges szam
(0 darab) egy sorozata. Szabalyunknak/rekurziénknak ekkor is
meg kell adni egy értéket.

e Tobb paraméteres szamseregek /szamtablazatoknal is
megfogalmazhaté a rekurzid.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzid: A definicid

Definicid

Egy rekurzié egy szabaly, amely véges sok szam sorozatabdl
kiszamol egy értéket.

Egy sorozat kielégit egy rekurzidt, ha a sorozat mind pozicidjdban
az a szam all, amit a szabdly szerint kiszdamolunk az el6tte 4ll6
értékekbol.

e Fontos tudni,hogy az lires/0 hosszli szamsorozat is véges szam
(0 darab) egy sorozata. Szabalyunknak/rekurziénknak ekkor is
meg kell adni egy értéket.

e Tobb paraméteres szamseregek /szamtablazatoknal is
megfogalmazhaté a rekurzidé. Csupdn azt kell tisztaznunk, hogy
mit értlink el6z&/kordbbi értékeken.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:
ap = R(e), ahol ¢ az iires sorozat.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:
ap = R(e), ahol ¢ az lires sorozat. Ha ag, a1, a2, ...,a,—1 mar
definialt, akkor legyen a; = R((ao, a1, a2, ..., ar—1)).

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:
ap = R(e), ahol ¢ az lires sorozat. Ha ag, a1, a2, ...,a,—1 mar
definialt, akkor legyen a; = R((ao, a1, az, ..., ar—1)). Az igy
definidlt sorozat megfeleld.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:
ap = R(e), ahol ¢ az lires sorozat. Ha ag, a1, a2, ...,a,—1 mar
definialt, akkor legyen a; = R((ao, a1, az, ..., ar—1)). Az igy
definidlt sorozat megfeleld.

e Megjegyezziik, hogy a bizonyitas értelmezhet6 egy algoritmusnak
is, amely kiszdmol egy sorozatot.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel

Legyen R egy rekurzid, azaz egy szabdly amely véges hosszii
szdmsorozatokhoz rendel egy szdmot.

Ekkor létezik, pontosan egy (a;)?2, szamsorozat, amely kielégitis
R-et.

e Egzisztencia: Teljes indukciéval definidlunk egy sorozatot:
ap = R(e), ahol ¢ az lires sorozat. Ha ag, a1, a2, ...,a,—1 mar
definialt, akkor legyen a; = R((ao, a1, az, ..., ar—1)). Az igy
definidlt sorozat megfeleld.

e Megjegyezziik, hogy a bizonyitas értelmezhet6 egy algoritmusnak
is, amely kiszdmol egy sorozatot. Nyilvdnvald, de bizonyitani kell,
hogy mds sorozat nem is lehet j6.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Unicitas:
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e Unicitas: Indirekten bizonyitunk.
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

1=

(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.
Kiilonbozoségiik miatt lesz olyan index, ahol értékiik eltérd.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

1=

(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.
Kiilonbozoségiik miatt lesz olyan index, ahol értékiik eltérd.

e Lesz egy legkisebb ilyen index: ;.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.
Kiilonbozoségiik miatt lesz olyan index, ahol értékiik eltérd.

o Lesz egy legkisebb ilyen index: j. Tehdt ap = ap,..., a1 = a;_,
és aj # a).

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

=
(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.
Kiilonbozoségiik miatt lesz olyan index, ahol értékiik eltérd.

o Lesz egy legkisebb ilyen index: j. Tehdt ap = ap,..., a1 = a;_,
és aj # a).

e Tudjuk, hogy

aj = R((a0,a1,a2,...,a-1)) = R((ag, a1, a5, . - -, ap_1)) = a}.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Rekurzié: A tétel bizonyitasa

e Unicitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy (a;)?°, és

=
(a7)72, két kiilonbozé sorozat, amely kielégiti R szabalyt.
Kiilonbozoségiik miatt lesz olyan index, ahol értékiik eltérd.

o Lesz egy legkisebb ilyen index: j. Tehdt ap = ap,..., a1 = a;_,
és aj # a).
e Tudjuk, hogy

aj = R((a0,a1,a2,...,a-1)) = R((ag, a1, a5, . - -, ap_1)) = a}.

Ellentmondas.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Fibonacci Liber Abaci (1202) munk&jaban jelent meg a
kovetkezé fejtord.
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)

egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)
egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Természetesen az megsziilt nytlparok ugyanezen torvény szerint
élnek.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)
egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Természetesen az megsziilt nytlparok ugyanezen torvény szerint
élnek. Tegylik fel, hogy egy tjszulott nydlparat kapunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)
egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Természetesen az megsziilt nytlparok ugyanezen torvény szerint
élnek. Tegylik fel, hogy egy ujszulott nydlparat kapunk.
Nydltenyészetiink a tovadbbiakban kiviilrél nem szaporodik és nem
is hullanak el allataink.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)
egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Természetesen az megsziilt nytlparok ugyanezen torvény szerint
élnek. Tegylik fel, hogy egy tjszulott nydlparat kapunk.
Nydltenyészetiink a tovadbbiakban kiviilrél nem szaporodik és nem
is hullanak el allataink.

Hany nydlparunk lesz egy év mdlva?

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci fejtoroje

e Fibonacci Liber Abaci (1202) munkdjaban jelent meg a
kovetkezd fejtord.

Tegylik fel, hogy a nydlparok a kovetkezd bioldgiai ,, torvényeknek”
tesznek eleget:

(1) Sziiletésiik utdn egy hénappal valnak ivaréretté.

(2) Ezek utdn egy hdnappal (azaz sziiletésiik utdn két hénappal)
egy Ujszilott nydlparnak adnak életet és ezek utdn havonta
ismétlik ezt.

Természetesen az megsziilt nytlparok ugyanezen torvény szerint
élnek. Tegylik fel, hogy egy tjszulott nydlparat kapunk.
Nydltenyészetiink a tovadbbiakban kiviilrél nem szaporodik és nem
is hullanak el allataink.

Hany nydlparunk lesz egy év mdlva? Es n hénap milva?

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e A fejtoré éltalanos kérdésére a véalasz egy sorozat.
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e A fejtor altalanos kérdésére a valasz egy sorozat. Ezt a
sorozatot nevezik Fibonacci-sorozatnak.
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

A Fibonacci-sorozat, kezdo tagok

o A fejtord altaldnos kérdésére a vélasz egy sorozat. Ezt a
sorozatot nevezik Fibonacci-sorozatnak.

e F, jelolje a nydlparaink szamat n hénappal az els6 par
megkapdsa utan.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

A Fibonacci-sorozat, kezdo tagok

o A fejtord altaldnos kérdésére a vélasz egy sorozat. Ezt a
sorozatot nevezik Fibonacci-sorozatnak.

e F, jelolje a nydlparaink szamat n hénappal az els6 par
megkapdsa utan. Azaz Fp = F; = 1.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

A Fibonacci-sorozat, kezdo tagok

o A fejtord altaldnos kérdésére a vélasz egy sorozat. Ezt a
sorozatot nevezik Fibonacci-sorozatnak.

e F, jelolje a nydlparaink szamat n hénappal az els6 par
megkapdsa utan. Azaz Fp = F; = 1.

e Az ajandék dtvétele utan két hénappal azonban a (2) szabdly
alapjan mar két nydlparunk lesz: Fo = 2.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

A nyulak szaporodasa dbran

)

3
h {ﬁ.

A sorozat els6 néhany eleme konnyen leolvashaté a rajzrdl és tovabbi
elemek is kiszdmolhatdk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

A nyulak szaporodasa dbran

)

A sorozat els6 néhany eleme konnyen leolvashaté a rajzrdl és tovabbi
elemek is kiszdmolhatdk.

Az altalanos egyszerii, csupan Osszeaddsra épiilé rekurziv szamolasi

mddot az aldbbi lemma irja le.
Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Lemma ? Definicid

A sorozat elemei a kovetkez6 mddon irhatdk le rekurzidval:

F0:F1:17 Fn:Fn71+Fn72,han22.

Bizonyitdas: n hénap miulva az F, darab nyulparunkat két
(diszjunkt) osztalyba oszthatjuk: Lesznek ujsziilottek és nem
ujsziilottek.

e A nem (jsziilottek szama ugyanannyi mint egy hénappal
kordbban a nytlparok szdma (F,_1). Az Ujsziilottek szdma
ugyanannyi mint egy hénappal kordbban az ivarérett nydlparok
szdma, ami ugyanannyi, mint két hénappal kordbban a nydlparok
szama (Fp—2).

e Az Osszeadasi alapelv adja a bizonyitandét.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Felmeriil, hogy keressiink hagyomanyos formulaval torténo
leirdsat a Fibonacci-sorozatnak.

«0O» «F)r « > > Q>
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Az Fy szabdly

e Felmeriil, hogy keressiink hagyomanyos formulaval torténd
leirdsat a Fibonacci-sorozatnak.

e Ez nem olyan egyszerii. Sokkal kdnnyebb helyzetiink van, ha
csak olyan sorozatokat néziink, amely
Fo: » HA egy poziciéban van legalabb két korabbi eleme a

sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 két elem Gsszege all"
osszefuiggésnek eleget tesz.
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sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 két elem Gsszege all"
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két elemérdl
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Az Fy szabdly

e Felmeriil, hogy keressiink hagyomanyos formulaval torténd
leirdsat a Fibonacci-sorozatnak.

e Ez nem olyan egyszerii. Sokkal kdnnyebb helyzetiink van, ha
csak olyan sorozatokat néziink, amely
Fo: » HA egy poziciéban van legalabb két korabbi eleme a

sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 két elem Gsszege all"
osszefuiggésnek eleget tesz.

Ez nem egy teljes rekurzié. Ez semmit sem mond a sorozat els6
két elemérdl (igy nem is definidl egy egyértelmii sorozatot).

e Barmely két szimmal is inditunk egy sorozatot a fenti
Osszefliggést ki tudjuk elégiteni alkalmas folytatdssal.
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Az Fy szabdly

e Felmeriil, hogy keressiink hagyomanyos formulaval torténd
leirdsat a Fibonacci-sorozatnak.

e Ez nem olyan egyszerii. Sokkal kdnnyebb helyzetiink van, ha
csak olyan sorozatokat néziink, amely
Fo: » HA egy poziciéban van legalabb két korabbi eleme a

sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 két elem Gsszege all"
osszefuiggésnek eleget tesz.

Ez nem egy teljes rekurzié. Ez semmit sem mond a sorozat els6
két elemérdl (igy nem is definidl egy egyértelmii sorozatot).

e Barmely két szimmal is inditunk egy sorozatot a fenti
Osszefliggést ki tudjuk elégiteni alkalmas folytatdssal.

e Ez a rugalmassig a kovetkezo feladatot egyszeriivé teszi.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Feladat

Keressiik meg az osszes {q"

oo

n=0 — (1,q, q2, q3, ...) mértani
sorozatot, amely kielégiti a Fo szabalyt.

m]

=

DA
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JFo és a mértani sorozatok

Keressiik meg az dsszes {q"}22, = (1,9, 4%, >, ...) mértani
sorozatot, amely kielégiti a Fo szabalyt.

Megoldas: A feladat ilyesztének tiinhet, hiszen a szabdly a sorozat
harmadiktdl kezd6do Osszes pozicidjara az ott allé szamra mond
egy feltételt: az el6z6 két elem Osszege.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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JFo és a mértani sorozatok

Keressiik meg az dsszes {q"}22, = (1,9, 4%, >, ...) mértani
sorozatot, amely kielégiti a Fo szabalyt.

Megoldas: A feladat ilyesztének tiinhet, hiszen a szabdly a sorozat
harmadiktdl kezd6do Osszes pozicidjara az ott allé szamra mond
egy feltételt: az el6z6 két elem Osszege.

e Ha ezt felirjuk akkor egy végtelen sok egyenlGséget tartalmazé
egyenletrendszert kapunk:

P?=q+1,
P?=q¢+q,
=+
®=q"+3,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Megoldasait pontosan az elsé egyenlet megoldésai alkotjak.

«O> «Fr « = 4 > Q>
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Fo és a mértani sorozatok (folytatds)

e Megolddsait pontosan az elsé egyenlet megolddsai alkotjdk. Ez
pedig egy egyszerli masodfoku egyenlet.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fo és a mértani sorozatok (folytatds)

e Megolddsait pontosan az elsé egyenlet megolddsai alkotjdk. Ez
pedig egy egyszerli masodfoku egyenlet. Azaz a megoldas

1+v5
gi2 = T\[
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Fo és a mértani sorozatok (folytatds)

e Megolddsait pontosan az elsé egyenlet megolddsai alkotjdk. Ez

pedig egy egyszerli masodfoku egyenlet. Azaz a megoldas
qi2 = 145
e T 2 .

o Két mértani sorozat létezik:

L 1+V5 (Hﬁ)z <1+\@>3 <1+\/§>4

2 2 2 2

11—\/5 1—-+5 ? 1-+5 ’ 1-+5 !
o2 7 2 ’ 2 ’ 2

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021

és
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keresésénél?

o Mit érlink ezzel a Fibonacci-szdmokra vonatkozé formula

«O> «Fr « = 4 > P NEa



f

o Mit érlink ezzel a Fibonacci-szdmokra vonatkozé formula
keresésénél? Nekiink egy (1,1,...) kezdetii sorozat a célunk.

m]

=

DA
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JFo és tovabbi sorozatok

e Mit ériink ezzel a Fibonacci-szdmokra vonatkozé formula
keresésénél? Nekiink egy (1,1,...) kezdetli sorozat a célunk.

Eszrevétel

(A) Vegyiink egy a Fy szabalynak eleget tevd sorozatot és minden
elemét szorozzuk be egy o szdmmal. gy is egy Fo szabdlynak
megfelel6 sorozatot kapunk.

(B) Vegyiink két Fy szabdlynak eleget tevé sorozatot és megfeleld
elemeiket adjuk Ossze. Igy is egy Fo szabalynak megfeleld
sorozatot kapunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci-szamok: A formula

e A két szabaly alkalmazdsdval kapjuk (a fenti feladat megoldasa
utdn), hogy

2 2
a—I—B,al—;\@—l—ﬁl_\/g,a(l:\/g) +6<1_\/§>

2 2

sorozat is eleget tesz szabalyunknak, ahol « és 3 tetszéleges
szamok.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci-szamok: A formula

e A két szabaly alkalmazdsdval kapjuk (a fenti feladat megoldasa
utdn), hogy

2 2
a—I—B,al—;\@—l—ﬁl_\/g,a(l:\/g) +5<1_\/§>

2 2

sorozat is eleget tesz szabalyunknak, ahol « és 3 tetszéleges
szamok.

e « és 3 valasztasa megtehetd gy, hogy ezen sorozat inditasa
(1,1,...) legyen:

{a+6 =1,
1 1—
« +2\/§ + ﬂ 2\/g — 1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci-szamok: A formula (folytatas)

e Némi (kis technikdt kovetel$) szdmolds utan (amely részletezését
mellézziik) kapjuk, hogy

1 1++56 g__i.l_\/g
-

2

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci-szamok: A formula (folytatas)

e Némi (kis technikdt kovetel$) szdmolds utan (amely részletezését
mellézziik) kapjuk, hogy

1 1++56 ﬁ__i_1—\/§
-

2

e Osszefoglalva a

i 1+\/§ nJrl_i 1_\/6 n+1
NAWP NAWP

sorozat két 1 elemmel kezdddik és eleget tesz szabalyunknak.

n=0

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci-szamok: A formula (folytatas)

e Némi (kis technikdt kovetel$) szdmolds utan (amely részletezését
mellézziik) kapjuk, hogy

1 1++56 5__L.1—\/5
-

2

e Osszefoglalva a

i 1+\/§ nJrl_i 1_\/6 n+1
NAWP NAWP

sorozat két 1 elemmel kezdddik és eleget tesz szabalyunknak.

n=0

e Azaz a Fibonacci-szdmokat definidlé rekurziét teljesiti.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



fHac
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Fibonacci szamok: A tétel

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci szamok: A tétel

1 (145 1-V5

n+1 n+1
() w()

e A sorozatot leiré formula Osszetett, nehezen megjegyezhetd.

Fr=

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szamok

Fibonacci szamok: A tétel

1

14+ V5
V5

Fr= ;

n+1_ 17\/5 n+1
va\ 2 )

e A sorozatot leiré formula Osszetett, nehezen megjegyezhetd.

e Motivacié nélkiil vezet be egy mas nézépontbdl természetes és
hasznos fogalmat.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Fibonacci szamok: A tétel
1

n+1_ 17\/5 n+1
V5 NAE |

e A sorozatot leiré formula Osszetett, nehezen megjegyezhetd.

1++5

Fr= ;

e Motivacié nélkiil vezet be egy mas nézépontbdl természetes és
hasznos fogalmat.

e Nem Véletlen, hogy a rekurzié targyaldsanal szinte mindig az els6
példak egyike a Fibonacci-sorozat.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ujabb példa

Adottak a Z x N fels6 félsik egész koordinatdjd racspontjainak
halmaza. Ezen sétdlunk az origdbdl indulva a kovetkezd szabdlyok
szerint:

(1) Minden lépésiink Ny-i, E-i, K-i szomszéd racspontba torténik.

(2) Sose Iépiink oda, ahol mar jartunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Ujabb példa

Adottak a Z x N fels6 félsik egész koordinatdji racspontjainak
halmaza. Ezen sétdlunk az origdbdl indulva a kovetkezd szabdlyok
szerint:

(1) Minden lépésiink Ny-i, E-i, K-i szomszéd racspontba torténik.

(2) Sose Iépiink oda, ahol mar jartunk.

Hany n lépéses sétat tehetiink meg a szabalyok betartdsaval?

o Els6 1épés, hogy a keresett sorozatot nevezziik el. Legyen a, az n
|épéses sétdk szama.

e Konnyen lathatd, hogy ag =1, a; = 3.
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Ujabb példa

Adottak a Z x N fels6 félsik egész koordinatdji racspontjainak
halmaza. Ezen sétdlunk az origdbdl indulva a kovetkezd szabdlyok
szerint:

(1) Minden lépésiink Ny-i, E-i, K-i szomszéd racspontba torténik.
(2) Sose Iépiink oda, ahol mar jartunk.

Hany n lépéses sétat tehetiink meg a szabalyok betartdsaval?

o Els6 1épés, hogy a keresett sorozatot nevezziik el. Legyen a, az n
|épéses sétdk szama.

e Konnyen lathatd, hogy ag = 1, a; = 3. Kis gondolkodas adja,
hogy a» = 7.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ujabb példa: A rekurziv leiras

ap = 1, a; = 3, tovabba

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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ag = 1, a; = 3, tovabba

ap =2ap,_1+ap_», han>2.

e Minden n — 1 hosszd séta legalabb kétféleképpen folytathaté a
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Ujabb példa: A rekurziv leiras

ag = 1, a; = 3, tovabba

ap =2ap,_1+ap_», han>2.

e Minden n — 1 hosszd séta legalabb kétféleképpen folytathaté a
szabalyoknak megfelel6en. Tehat a, > 2a,_1.

e Pontosabban minden nem E-i lépéssel végzOdo séta
kétféleképpen folytathaté. Minden E-i |épéssel végzodo séta
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ujabb példa: A rekurziv leiras

ag = 1, a; = 3, tovabba

ap =2ap,_1+ap_», han>2.

e Minden n — 1 hosszd séta legalabb kétféleképpen folytathaté a
szabalyoknak megfelel6en. Tehat a, > 2a,_1.

e Pontosabban minden nem E-i lépéssel végzOdo séta
kétféleképpen folytathaté. Minden E-i |épéssel végzodo séta
hiaromféleképpen folytathatd.

o Az E-i [épéssel végzodd n — 1 hosszd sétdk pontosan annyian
vannak mint az n — 2 hosszé sétak. Tehat a, tobblete 2a,_1-hez
képest ap_».

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ro és a geometriai sorozatok

Ro: . HA egy pozicidban van legalabb két korabbi eleme a
sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 elem dupldja plusz a masodel6z4
elem Osszege all."
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Ro: . HA egy pozicidban van legalabb két korabbi eleme a

sorozatnak, AKKOR ott az el6z8 elem dupldja plusz a mdsodelézé
elem osszege all."

Feladat

Keressiik meg az dsszes (1, g, g°,...) mértani sorozatot, amely
teljesiti Ro-t.

[m] = =

DA



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ro és a geometriai sorozatok

Ro: . HA egy pozicidban van legalabb két korabbi eleme a
sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 elem dupldja plusz a masodel6z4
elem Osszege all."

Keressiik meg az dsszes (1, g, g°,...) mértani sorozatot, amely
teljesiti Ro-t.

e A feladat megoldasa egyszerii,
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Ro: . HA egy pozicidban van legalabb két korabbi eleme a
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elem Osszege all."
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megoldani.
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Ro és a geometriai sorozatok

Ro: . HA egy pozicidban van legalabb két korabbi eleme a
sorozatnak, AKKOR ott az el6z6 elem dupldja plusz a masodel6z4
elem Osszege all."

Keressiik meg az dsszes (1, g, g°,...) mértani sorozatot, amely
teljesiti Ro-t.

e A feladat megoldésa egyszerii, a g°> = 2q + 1 egyenletet kell
megoldani.

e Két mértani sorozat addodik:

(L1+V2,(1+v2)%(1+Vv2)3..)
(1,1 -v2,(1-Vv2)%(1-v2)3..)

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e |smét igaz, hogy két R tulajdonsdgli sorozat linearis
kombindcidja Rg tulajdonsigu.

«Or «Fr o« > > o



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ujabb példa: A megoldas

e Ismét igaz, hogy két Rg tulajdonsagu sorozat linedris
kombindcidja Rg tulajdonsigu.

e «, [ szorzé tényezOket keresiink, amelyekkel kombindlva 1,3
kezdetet kapunk.
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Ujabb példa: A megoldas

e Ismét igaz, hogy két Rg tulajdonsagu sorozat linedris
kombindcidja Rg tulajdonsigu.

e «, [ szorzé tényezOket keresiink, amelyekkel kombindlva 1,3
kezdetet kapunk. Ha ezt a kezdetet elérjiik, az Ry tulajdonsidg
megvan, akkor éppen a feladat sorozatat kapjuk meg.
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Ujabb példa: A megoldas

e Ismét igaz, hogy két Rg tulajdonsagu sorozat linedris
kombindcidja Rg tulajdonsigu.

e «, [ szorzé tényezOket keresiink, amelyekkel kombindlva 1,3
kezdetet kapunk. Ha ezt a kezdetet elérjiik, az Ry tulajdonsidg
megvan, akkor éppen a feladat sorozatat kapjuk meg.

= S+ VR™ 42— V)
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Linedris rekurzidval definialt sorozatok

Definicié: Linearis rekurzidval definialt sorozatok

Egy (ai)72, sorozat linedris egy d-ed rendii rekurziéval definidlt, ha
adottak ag, a1, ..., ag_1, B1, B2, ..., Bg szdmok, hogy B4 # 0,
tovabbd

(1) da = Qp, d1 = &1, ..., dd—1 = Od—1,
(2) i > d esetén
aj = fraj—1+ Peai—2 + ... + Pgai_d.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok

Definicié: Linearis rekurzidval definialt sorozatok

Egy (ai)72, sorozat linedris egy d-ed rendii rekurziéval definidlt, ha
adottak ag, a1, ..., ag_1, B1, B2, ..., Bg szdmok, hogy B4 # 0,
tovabbd

(1) a0 =, a1 =, ..., ag—1 = Qq4—1,

(2) i > d esetén
aj = Praji—1 + Praj—2 + ... + Pgai—d-

e Az eddigiek alapjan nyilvanvald, hogy aq, a1, ..., ag_1, b1, B2,
... Bq esetén az (a;)?2, sorozat egyértelmiien meghatdrozott.
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok

Definicié: Linearis rekurziéval definidlt sorozatok

Egy (ai)72, sorozat linedris egy d-ed rendii rekurziéval definidlt, ha
adottak ag, a1, ..., ag_1, B1, B2, ..., Bg szdmok, hogy B4 # 0,
tovdbba

(1) da = Qp, d1 = &1, ..., dd—1 = Od—1,
(2) i > d esetén
aj = Braj_1 + Braj—2 + ...+ Bgai—g.

e Az eddigiek alapjan nyilvanvald, hogy aq, a1, ..., ag_1, b1, B2,
... Bq esetén az (a;)?2, sorozat egyértelmiien meghatdrozott.

A Fibonacci-szamok mdasodrendii linedris rekurzidval definialtak.
g = a1 = 1, azaz a sorozat elsd két eleme 1,1. 8y = B> = 1, azaz
a sorozat harmadiktdl kezd6déen minden eleme az el6z6 ketto
osszege.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
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Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
Hogyan taldlhatunk a sorozat elemeit leiré formulat? Prébaljuk
meg az eddigi Otleteinket alkalmazni:
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
Hogyan taldlhatunk a sorozat elemeit leiré formulat? Prébaljuk
meg az eddigi Otleteinket alkalmazni:

e Keressiink (2)-nek eleget tevé sorozatokat a (1,q, ¢, q°,q*%,...)
mértani sorozatok kozott.
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e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
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e Keressiink (2)-nek eleget tevé sorozatokat a (1,q, ¢, q°,q*%,...)
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
Hogyan taldlhatunk a sorozat elemeit leiré formulat? Prébaljuk
meg az eddigi Otleteinket alkalmazni:

e Keressiink (2)-nek eleget tevé sorozatokat a (1,q, ¢, q°,q*%,...)
mértani sorozatok kozott. Konnyii latni, hogy egy d-ed foki
polinom gyokei adjdk a lehetséges g-kat.

x4 — Bix9t — Box¥2 — L~ By1x — g =0

az egyenlet.
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
Hogyan taldlhatunk a sorozat elemeit leiré formulat? Prébaljuk
meg az eddigi Otleteinket alkalmazni:

e Keressiink (2)-nek eleget tevé sorozatokat a (1,q, ¢, q°,q*%,...)
mértani sorozatok kozott. Konnyii latni, hogy egy d-ed foki
polinom gyokei adjdk a lehetséges g-kat.

x4 — Bix9t — Box¥2 — L~ By1x — g =0

az egyenlet. Ha szerencsénk van, akkor d kiilonbozé valés
lehetséges g-t kapunk.
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Az altalanos séma

e Vegylink egy d-ed rendi linearis rekurzidval definidlt sorozatot.
Hogyan taldlhatunk a sorozat elemeit leiré formulat? Prébaljuk
meg az eddigi Otleteinket alkalmazni:

e Keressiink (2)-nek eleget tevé sorozatokat a (1,q, ¢, q°,q*%,...)
mértani sorozatok kozott. Konnyii latni, hogy egy d-ed foki
polinom gyokei adjdk a lehetséges g-kat.

x4 — Bix9t — Box¥2 — L~ By1x — g =0

az egyenlet. Ha szerencsénk van, akkor d kiilonbozé valés
lehetséges g-t kapunk.

e A kapott mértani sorozatokbdl prébaljuk kikombindini az
o, 15 -+ -, Qg1

kezdést.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Csak mdasodrendii rekurzidkat vizsgalunk.

O < Fr <= DA



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott keresiink mértani soroazatokat.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kilonbozé kvocienst
taldlunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT.
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e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kiilonbozo kvdcienst
talalunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT. llyen esetben (a
diszkrimindns negativ) a terviink miikodik azok szdmdra, akik
ismerik a komplex szamtant.
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kiilonbozo kvdcienst
talalunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT. llyen esetben (a
diszkrimindns negativ) a terviink miikodik azok szdmdra, akik
ismerik a komplex szamtant.

e Ha a diszkriminans 0, akkor egyetlen kvécienst taldlunk (jeldljik
ezt qo).
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kiilonbozo kvdcienst
talalunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT. llyen esetben (a
diszkrimindns negativ) a terviink miikodik azok szdmdra, akik
ismerik a komplex szamtant.

e Ha a diszkriminans 0, akkor egyetlen kvécienst taldlunk (jeldljik
ezt qo). Eszrevételeink alapjan egyetlen (1, qo, g2, G3, . . .) sorozatot
kapunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kiilonbozo kvdcienst
talalunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT. llyen esetben (a
diszkrimindns negativ) a terviink miikodik azok szdmdra, akik
ismerik a komplex szamtant.

e Ha a diszkriminans 0, akkor egyetlen kvécienst taldlunk (jeldljik
ezt qo). Eszrevételeink alapjan egyetlen (1, qo, g2, G3, . . .) sorozatot
kapunk. Kellene egy masik is, hogy sikeresen kombinaljunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linedris rekurzié Catalan-szamok

Linedris rekurzidval definialt sorozatok: Problémak

e Csak masodrendii rekurzidkat vizsgélunk.

e A linedris rekurzié altalanos formuldjanak elegettevd sorozatok
kozott kerestink mértani soroazatokat. Ekkor egy masodfokd
egyenletet kapunk a keresett mértani sorozat kvéciensére.

e Az eddig vizsgalt esetekben mindig két valds megoldas volt. llyen
esetben (a diszkriminans pozitiv) a terviink miikodik.

e Ha a diszkriminans negativ, akkor két kiilonbozo kvdcienst
talalunk a KOMPLEX SZAMOK KOZOTT. llyen esetben (a
diszkrimindns negativ) a terviink miikodik azok szdmdra, akik
ismerik a komplex szamtant.

e Ha a diszkriminans 0, akkor egyetlen kvécienst taldlunk (jeldljik
ezt qo). Eszrevételeink alapjan egyetlen (1, qo, g2, G3, . . .) sorozatot
kapunk. Kellene egy masik is, hogy sikeresen kombinaljunk.

(1, 2qo, 3q§, 4q8, N 1)q6, oY)

egy megfelel6 masik megoldas.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Adott egy konvex sokszog.

it
N
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e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal hdromszogekre osztani?

«O> «Fr « = 4 > Q>
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdaromszogeléseinek nevezziik.
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdaromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztethetdk.
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdaromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szdmok

A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdaromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések,
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések, most ezek mind kiilonbozének
szamitanak.)

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések, most ezek mind kiilonbozének
szamitanak.)

e A vidlasz természetesen fligg a sokszog oldalszamatdl.
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések, most ezek mind kiilonbozének
szamitanak.)

e A vidlasz természetesen fligg a sokszog oldalszamatdl. A
természetes paraméterésnél a hdromszogek szdmat jeloljik n-nel.
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csticsbdl kiindulé atlék behtizdsa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések, most ezek mind kiilonbozének
szamitanak.)

e A vidlasz természetesen fligg a sokszog oldalszamatdl. A
természetes paraméterésnél a hadromszogek szdmat jeloljiik n-nel.
Ekkor sokszoglink oldalszama n + 2.
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A kiinduld kérdés

e Adott egy konvex sokszog. Hanyféleképpen lehet egymast nem
metsz6 atldkkal haromszogekre osztani?

e Az ilyen felosztast a sokszog hdromszogeléseinek nevezziik.
Sokszoglink csticsai megkiilonboztetheték. Azaz az egyetlen
csucsbdl kiinduld atlok behizasa annyi lehetéség ahany csiicsa van
sokszoglinknek. (Szabélyos sokszognél ezek forgdssal egymasba
vihetd haromszogelések, most ezek mind kiilonbozének
szamitanak.)

e A vidlasz természetesen fligg a sokszog oldalszamatdl. A
természetes paraméterésnél a hadromszogek szdmat jeloljiik n-nel.
Ekkor sokszoglink oldalszama n + 2.

o A kérdést elGszor Euler vizsgalta meg jobban, a fogalmat mégis

— a nala jéval késébbi munkdssdga miatt — Catalan
matematikushoz kotik.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szdmok

Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szdmok

Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-szog. Egyetlen atléja sincs, de nem is kell:
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

o Az n =1 esetben sokszogiink egy haromszog.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell:
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.

o Négyszognek két atldja van.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.

o Négyszognek két atldja van. Barmelyiket hizzuk be egy-egy
hdromszogeléshez jutunk.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.

o Négyszognek két atldja van. Barmelyiket hizzuk be egy-egy
haromszogeléshez jutunk. G = 2.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.

o Négyszognek két atldja van. Barmelyiket hizzuk be egy-egy
haromszogeléshez jutunk. G = 2.

° Otszég esetén két atld behlizasaval, harom haromszogre osztjuk
sokszoglinket.
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Catalan-szamok definiciéja

Catalan-szamok

Legyen C, egy P1P> ... Phi2 konvex sokszog haromszogeléseinek
szdma.

e Megengedjiik az n = 0 esetet. Ekkor ,, sokszoglink” egyetlen
szakasz, egy 2-sz0g. Egyetlen 4tléja sincs, de nem is kell: fel van
osztva 0 darab haromszogre.

e Az n =1 esetben sokszogiink egy hdromszog. Ismét nincs atldja,
de nem is kell: fel van osztva 1 darab haromszogre. Cp = C; = 1.

o Négyszognek két atldja van. Barmelyiket hiizzuk be egy-egy
haromszogeléshez jutunk. G = 2.

° Otszég esetén két atld behlizasaval, harom haromszogre osztjuk
sokszogiinket. Minden hdromszogelés ligy néz ki, hogy egy
csticsbdl induld két atlét hidzunk be. C3 = 5.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szdmok

Segner rekurzidja

Segner tétele, 1758

Co =1, ha n> 0, akkor

Co=CoCr1+CCrat.. +C2CG+C1Co= Y. GG,
ijJEN:i+j=n—1

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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o Vegyiink egy n + 2 szGget.

it
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_
o Vegyiink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk P;P,io-t).
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Példak Rekurzié Fibonacci-szamok Linearis rekurzié Catalan-szdmok

Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

e A sokszog haromszogelései (n darab haromszogre) egy C, elemii
halmazt alkotnak.
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Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

e A sokszog haromszogelései (n darab haromszogre) egy C, elemii
halmazt alkotnak.

e Egy tetszOleges hdromszogelésben az alapoldalt pontosan egy
hdromszog tartalmazza.
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Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

e A sokszog haromszogelései (n darab haromszogre) egy C, elemii
halmazt alkotnak.

e Egy tetszOleges hdromszogelésben az alapoldalt pontosan egy
hdromszog tartalmazza. Ezt alaphdromszognek nevezziik.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

e A sokszog haromszogelései (n darab haromszogre) egy C, elemii
halmazt alkotnak.

e Egy tetszOleges hdromszogelésben az alapoldalt pontosan egy
hdromszog tartalmazza. Ezt alaphdromszognek nevezziik.

e Az alaphdromszog a tobbi haromszoget bal, illetve jobb oldali
haromszogekre osztja.
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Segner rekurzidja: Bizonyitds

e Vegylink egy n+ 2 szoget. Egy oldalat a sokszogiinknek
alapoldalnak nevezziik (mondjuk PjP,;2-t). Erre gy gondolunk,
hogy vizszintes és a sokszog , felette van”.

e A sokszog haromszogelései (n darab haromszogre) egy C, elemii
halmazt alkotnak.

e Egy tetszOleges hdromszogelésben az alapoldalt pontosan egy
hdromszog tartalmazza. Ezt alaphdromszognek nevezziik.

e Az alaphdromszog a tobbi haromszoget bal, illetve jobb oldali
haromszogekre osztja. Legyen i a jobb oldali, j pedig a bal oldali
haromszogek szdma. Nyilvdn i+ 1+ =n, azazi+j=n—1.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e A szétbontds megfordithaté:

= DA
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Segner rekurzidja: Bizonyitas (folytatas)

e A szétbontds megfordithaté: Ha vesziink i hdromszog altal
alkotott hdromszogelést (erre C; lehetéségiink van), Fliggetleniil
vesziink j haromszog altal alkotott haromszogelést (erre C;
lehetséglink van) és ezeket alapéleik mentén egy haromszdg jobb
illetve bal oldaldra ragasztjuk, akkor egy tetszbleges n
haromszogbdl allé haromszogelést osszerakhatunk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidja: Bizonyitas (folytatas)

e A szétbontds megfordithaté: Ha vesziink i hdromszog altal
alkotott hdromszogelést (erre C; lehetéségiink van), Fliggetleniil
vesziink j haromszog altal alkotott haromszogelést (erre C;
lehetséglink van) és ezeket alapéleik mentén egy haromszdg jobb
illetve bal oldaldra ragasztjuk, akkor egy tetszbleges n
haromszogbdl allé haromszogelést osszerakhatunk.

e Kiilonboz6 (i, j) parok esetén a kapott haromszogelés-halmazok
paronként diszjunktak.
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Segner rekurzidja: Bizonyitas (folytatas)

e A szétbontds megfordithaté: Ha vesziink i hdromszog altal
alkotott hdromszogelést (erre C; lehetéségiink van), Fliggetleniil
vesziink j haromszog altal alkotott haromszogelést (erre C;
lehetséglink van) és ezeket alapéleik mentén egy haromszdg jobb
illetve bal oldaldra ragasztjuk, akkor egy tetszbleges n
haromszogbdl allé haromszogelést osszerakhatunk.

e Kiilonboz6 (i, j) parok esetén a kapott haromszogelés-halmazok
paronként diszjunktak. Igy a megfelel6 lehetéségek szamainak
Osszege adja a végsd valaszt (Osszegzési elv).

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidja: Bizonyitas (folytatas)
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lehetséglink van) és ezeket alapéleik mentén egy haromszdg jobb
illetve bal oldaldra ragasztjuk, akkor egy tetszbleges n
haromszogbdl allé haromszogelést osszerakhatunk.

e Kiilonboz6 (i, j) parok esetén a kapott haromszogelés-halmazok
paronként diszjunktak. Igy a megfelel6 lehetéségek szamainak
Osszege adja a végsd valaszt (Osszegzési elv).

e Egy adott (/,/) par,, mogott” 1évd lehetéségek szdma viszont a
szorzasi alapelv alapjan két Catalan-szam szorzata.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidja: Bizonyitas (folytatas)

e A szétbontds megfordithaté: Ha vesziink i hdromszog altal
alkotott hdromszogelést (erre C; lehetéségiink van), Fliggetleniil
vesziink j haromszog altal alkotott haromszogelést (erre C;
lehetséglink van) és ezeket alapéleik mentén egy haromszdg jobb
illetve bal oldaldra ragasztjuk, akkor egy tetszbleges n
haromszogbdl allé haromszogelést osszerakhatunk.

e Kiilonboz6 (i, j) parok esetén a kapott haromszogelés-halmazok
paronként diszjunktak. Igy a megfelel6 lehetéségek szamainak
Osszege adja a végsd valaszt (Osszegzési elv).

e Egy adott (/,/) par,, mogott” 1évd lehetéségek szdma viszont a
szorzasi alapelv alapjan két Catalan-szam szorzata.

e A Segner-formuldt igazoltuk.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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e Gyakorlasként szamoljuk ki a kovetkezd két Catalan-szamot
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Segner rekurzidéjanak mikodése

o Gyakorlasként szamoljuk ki a kovetkez6 két Catalan-szamot

G=CG+ GG+ GG+ GG + GG
—1.-144+1-542-2+45-1414-1=42,

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidéjanak mikodése

o Gyakorlasként szamoljuk ki a kovetkez6 két Catalan-szamot

G=CG+ GG+ GG+ GG + GG
—1.-144+1-542-2+45-1414-1=42,

CG=CG+ GG+ GG+ GG+ GG+ GG
=1-42+1-14+2-5+5-2+14-1+42-1=132.
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Segner rekurzidéjanak mikodése

o Gyakorlasként szamoljuk ki a kovetkez6 két Catalan-szamot

G=CG+ GG+ GG+ GG + GG
—1.-144+1-542-2+45-1414-1=42,

CG=CG+ GG+ GG+ GG+ GG+ GG
=1-42+1-14+2-5+5-2+14-1+42-1=132.

e A 8-sz6g 132 darab haromszogelésének felsorldasa mar komoly
feladat lenne.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Segner rekurzidéjanak mikodése

o Gyakorlasként szamoljuk ki a kovetkez6 két Catalan-szamot

G=CG+ GG+ GG+ GG + GG
—1.-144+1-542-2+45-1414-1=42,

CG=CGG+0G0G+0GG+GG+ GG+ GG
=1-42+1-14+2-54+5-2+14-1+42-1=132.

e A 8-sz6g 132 darab haromszogelésének felsorldasa mar komoly

feladat lenne. J4l rendszerezett munka kell, hogy ne hagyjuk ki
egyet sem, ne soroljuk fel semelyiket sem tobbszor.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Euler—Goldbach-tétel

Euler—Goldbach-tétel
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Euler—Goldbach-tétel

Euler—Goldbach-tétel

C, — 1 <2n>'
n+1\ n

e Azt is megjegyezziik, hogy a Catalan-szamok nagyon sok mas
kombinatorikus és nem kombinatorikus 0sszeszamlalasi
problémaban feltiinnek.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021
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Euler—Goldbach-tétel

C, — 1 <2n>'
n+1\ n

e Azt is megjegyezziik, hogy a Catalan-szamok nagyon sok mas
kombinatorikus és nem kombinatorikus 0sszeszamlalasi
problémaban feltiinnek. Ennek megfelelen sok alternativ leirasuk
is adhaté.
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Euler—Goldbach-tétel

Euler—Goldbach-tétel

C, — 1 <2n>'
n+1\ n

e Azt is megjegyezziik, hogy a Catalan-szamok nagyon sok mas
kombinatorikus és nem kombinatorikus 0sszeszamlalasi
problémaban feltiinnek. Ennek megfelelen sok alternativ leirasuk
is adhaté.

Catalan-szamok: Alternativ definicié

Ch az x1X2 . . . Xp+1 Szorzat két tényezGs szorzatokra torténd
zardjelezéseinek szama.

Hajnal Péter Rekurzié, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet!

J
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