KOMBINATORIKA GYAKORLAT

osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

Binomialis egyiitthatok

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2017.

1. Polinomok, binomialis tétel

1. Feladat. Taldljunk ki egy feladatot, amelyre a vdilasz (m + 1)™.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy minden n pozitiv egészre teljesiil, hogy tetszdleges m

szdmra
n __ n n 2 n 3 n n
(m+1) —1+(1)m+<2>m +(3)m +...—|—<n>m.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy minden n pozitiv egészre teljesiil, hogy

(1+2)" =1+ <T)$+ (Z)IL‘Q—F (g>x3+...+ (Z)x”

4. Feladat. Bontsuk fel a zdrdjeleket az (x + y)(z + t) betis kifejezésben. A kapott
monomok kézott lehet-e dsszevonni? Hdny monomot kapunk a kifejtésben?
Vilaszoljuk meg a fenti kérdéseket

(a+b)(b+c+d)(e+ f+g+h)(i+])
kifejezés esetén is.

5. Feladat. Bontsuk fel a zdrdjeleket az (1 + z)(1 +x)... (1 +2) = (1 + )"
betiis kifejezésben. A kapott monomok kozott lehet-e dsszevonni? Hdny x* monomot
kapunk a kifejtésben?

6. Feladat. Bontsuk fel a zardjeleket az (1 —x)(1+z)(1—z)(1+2z)...(1—z)(1+2)
betis kifejezésben (2n tényezd, felvdltva 14 x és 1 — x-ek). Osszevonds utdn mi lesz
z* egyiitthatdja a szorzatban? Tudunk-e ennek kombinatorikus értelmet adni?

7. Feladat. A és B a kovetkezd jatékot jatssza: az elsd szdz pozitiv egész kizil vélet-
lenszerien kivdlasztanak k darabot €s ha ezek dsszege pdros, akkor A nyer, eqyébként
B. Milyen k-ra lesz eqyenld A és B nyerési esélye?

8. Feladat. En és bardtom a kovetkezd jatékot jdatszuk: az elkévetkezd lottohizdsndl
osszeadjuk a kihizott szamokat és ha ezek dsszege pdros, akkor én nyerek, eqyébként
bardtom. Melyik lottot haszndljuk? A bardtom rdm bizta a dontést (6tés, hatos,
skandindv). Melyiket vilasszam?
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9. Feladat. Bontsuk fel a zdrdjeleket az
(1 +LL‘5+SL’10)(1 —i—:L‘lO)(l +£U20+£L’40 +QZ6O +x80)

szorzatban.

Pénztarcankban két 5 forintos, egy 10 forintos és négy 20 forintos van. Milyen
osszegeket tudunk kifizetni gy, hogy a pénztdrosnak ne kelljen visszaadni? Az egyes
kifizetéseknél hany lehetdségink van? (Az azonos értékd érmék nem megkilonbiz-
tethetdk. )

Mi kéze a fenti két feladatnak egymdshoz?

2. k-elemi részhalmazok o0sszeszamlalasa,
Pascal-haromszog

10. Feladat. Egy lottohizds (normdl lottd) torténete az 6t szam és kihizdsuk sor-
rendje. Eqy lottohizds eredménye a kihizott ot szdm halmaza. (Mi a kilonbség a
két fogalom kozott?)

Hdnyféle torténet lehet eqy lottohuzdsnak? Hdanyféle torténet vezet ugyanahhoz
az eredményhez? Hdanyféle eredménye lehet eqy lottohizdsnak?

11. Feladat. Hdnyféleképpen lehet n darab kiilonbozd targy kozil k darabot kivd-
lasztani, és a kivdlasztottakat sorba dllitani?
Hdany k elemt részhalmaza van egy n elemd halmaznak?

12. Feladat. Hét kiilonbozd nagysagi almdabol és hdarom kiilonbozd nagysdgi ba-
rackbol két csomagot készitiink. Ezt hany kilonbozd modon tehetjik meg gy, hogy
mindkét csomagban 6t gytiiméles és kozottik legalabb eqy barack legyen?

13. Feladat. Egy raktdrban 20 éltony van, amelyek kézt 9 szévési hibdkat tartalmaz,
a tobbi hibatlan. Eqy kereskedd kivdlaszt 15 oltonyt. Hdny olyan vdlasztasi lehetdsége
van, hogy legfeljebb 5 legyen hibds?

14. Feladat. Ot pdarhuzamos egyenest 11 parhuzamos, az elézékre merdleges egye-
nesek metszenek. Hdny téglalapot hatdroznak meg az igy kapott rdacs vonalai?

15. Feladat. Igazoljuk kombinatorikus iton a kévetkezd osszefiiggéseket:

@)()—()—1

= ("
= (i
(D) +-- ( )+ G) =2
G+ =O+E G+
f) ( ) =k() =0 —-k+1)("),

9) (") =) +n-m+(3),

() = () +2G0) + ()
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16. Feladat. Igazoljuk kombinatorikusan, hogy

n+2 n 9
— =n”.
3 3
Adjunk formula’t az elso” n, nem-nulla ne’gyzetsza’m o;szege’re.

17. Feladat. Hanyféleképpen olvashatd ki a fenti karakter tdblazatbol, hogy SZA-
MOL, ha az dsszeolvasott betiknek folyamatosan (egymds utdn mindig szomszédosak
kovetkeznek) kell elhelyezkedni?

S Z A M O L

Z A M O L ; 0L

A M0 L S Z A M A M O
a) by Z A M O ¢ S Z A M

M0 L A M O L A M O

O L o L

L

18. Feladat. Hdanyféleképpen juthatunk el eqy sakktdbla bal alsé mezdjérél a jobb
felsdre, ha egyszerre csak felfelé vagy jobbra léphetiink eqy mezdnyit?
Mi a vdlasz ha tdablank mérete n X n-es? Es ha n X m-es?

19. Feladat. a) Milyen n és k természetes szamok esetén lesz eqy szamtani so-
rozat harom szomszédos tagja

(20 G) ()

b) Lehetséges-e, hogy ( ) ( " ) (ki2)’ (k-TiL—?)) eqy szdmtani sorozat egymdst kovetd
elemei (0 <k<k+3<n)?

20. Feladat. Irjuk fel a Pascal-hdromszog elsé 16 sordt és pirossal satirozzuk be
azokat a poziciokat, ahol pdratlan szam dll.

21. Feladat. Igazoljuk, hogy (1+x)?" kifejtésében 1 és " monomokon kiviil mind-
eqyik pdros egyiitthatoval szerepel.

22. Feladat. A Pascal-hdromszog n-edik sora csak pdratlan szdmokat tartalmaz.
Mit mondhatunk n-rél?

23. Feladat. Igazoljuk, hogy a lottéhuzdsnak pdros sokféle eredménye lehet.

24. Feladat. Egy n szintes panelhdz mindegyik szintjén két panel néz az utcdra.
Az utcdra nézd 2n darab panel részbdl k darabot pirosra szineznek. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg?

Hdny lehetdség van, ha két szinezést nem kiilonboztetiink meg, ha egyiket meg-
kaphatjuk a mdsikbol a hdz fiiggdleges szimmetriatengelyére vald tikrézéssel?

25. Feladat. Igazoljuk, hogy

a) Igazoljuk, hogy ( 2 ) pdros.

2k-7—1)

b) Igazoljuk, hogy (ggﬁ), (27;;1) €s (2") ugyanolyan paritdsi mint ( )
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c) Hatdrozzuk meg (1000

) paritdasadt.

d) A fenti feladatok alapjin adjunk egy hatékony algoritmust (Z) paritdsanak ki-
szamoldsdra.

26. Feladat. Legyen p primszdam.
a) Bizonyitsuk be, hogy p|(Y), ha 1 <i<p—1.

b) Bizonyitsuk be, hogy (Z‘;) = (}) (mod p).

¢) Bizonyitsuk be, hogy b,d < p esetén (Z‘:ig) = (“) (Z) (mod p).

c

27. Feladat. Egy 1001 lakosi vdrosban megalakitjik az 0sszes 18 tagu klubot. Min-
den egyes klub elnokot vdlaszt a tagjai kézil. Bizonyitsuk be, hogy vannak a vdarosnak
olyan lakoi, akik kiilonbozd szami klubnak az elnokes.

* * *

28. Feladat. Hanyféleképpen lehet n darab egyforma érmét k ember kozott szétosz-
tani, ha mindenki legfeljebb egyet kaphat?
Hdnyféleképpen lehet n darab egyforma érmét k ember kozott szétosztani?

29. Feladat. Hdny megolddsa van a pozitiv egész szamok korében a
X1+ Ty + ...+ Toy = 2014

egyenletnek?
Mi lesz a valasz, ha a természetes szamok kézétt szamoljuk a megolddsokat?

30. Feladat. Egy 150 ¢m hosszi centit (amit a boltban lehet kapni) a beosztdsokndl
elvagogatjuk gy, hogy 20 részre essen szét. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg? (Csak
a szétesett darabok érdekelnek, a vagds sorrendje nem szdamit.)
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