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Elérhetdségi osztalyok

Emlékezteto

e Egy V halmaz feletti ekvivalenciarelacié esetén egyértelmiien
meghatarozhatd egy osztdlyozdsa V-nek, hogy , relaciéban
allni" pontosan azt jelentse, hogy , egy osztalyhoz tartozni”.

o A G grafbeli ~ elérhetéség egy ekvivalenciareldcié V-n, egy
graf csticshalmazan.

Tétel

Minden G graf csticshalmazdnak van egy egyértelmii osztalyozdsa
ugy, hogy egy osztalyokbdl vett két cstics kozott elérhetoség van,
mig ha két kulonboz6 osztalybdl vesziink egy-egy cslicsot, akkor
koztiik nincs elérhet6ség.

Definicié
Egy osztilyt elérhetéségi osztalynak neveziink. A csiicsok ezen
osztalyozdsat a graf komponens-osztalyozdsanak nevezziik.
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Az elérhetbségi osztdlyok fontos tulajdonsagai

(A) tulajdonsag

Ha vesziink egy O C V elérhetGségi osztalyt, akkor tetszOleges két
X és y cslcsa kozott elérhetdség van, amit egy séta reprezentdlhat.
Ennek a sétanak minden csiicsa O-ba esik.

Valdban, az xy séta nem csak azt demonstrélja, hogy x-bdl y-be el
tudunk sétalni, hanem azt is hogy x-bdl a séta barmely csiicsa
elérhetd. Igy Ok is ugyanabba az osztdlya kell, hogy essenek.

(B) tulajdonsag

Ha két kiilonbozo osztalybdl vesziink egy-egy csticsot
(x € O,x" € 0'), akkor x és x' nem &sszekotott.

Valéban, egy e = xx” él egy x, e, x’ sétat adna, ami x-bdl x’
elérhetOségét igazolnd, de ez a kiilonboz6 osztdlyhoz tartozds miatt

nem lehetséges.
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Tovabbi definicidok felé

Az (A) tulajdonsédg alapjan egy G graf elérhetéség reldcidja
mogotti osztilyozdsdban az egy osztalyon beliili csticsok kozott az
elérhet6ség nemcsak G-ben teljesiil, hanem erdsebben is: ha csak
az osztaly cslcsait vessziik figyelembe.

Hajnal Péter Komponensek, SzTE, 2021



Elek elhagyasa

Definicié

Legyen G egy graf és e egy éle. G — e a G grafbdl az e él
elhagydsaval/torlésével nyert graf. Ennek csicshalmaza ugyanaz
mint G-¢, élhalmaza E(G) — {e}. Az illeszkedés pedig G-bdl
oroklédik: Azaz f € E(G) — {e} két végpontja megegyezik G-beli
két végpontjaval.

Ha a tablara rajzoljuk fel a G grafot, benne az e éllel, akkor
G — e-t gy kapjuk meg, hogy letoroljik az e élt reprezetald
élgorbét és minden mast meghagyunk.
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Cslcsok elhagyasa

Definicié

Legyen G egy graf és v egy csticsa. G — v a G grafbdl a v cslics
elhagydsaval/torlésével nyert graf. Ennek csiicshalmaza

V(G) — {v}, élhalmazat G azon élei alkotjdk, amelyek nem
illeszkednek v-re: E(G — v) = E(G) — {e € E(G) : vle}. Az
illeszkedés pedig G-bdl oroklodik.

Ha a tablara rajzoljuk fel a G grafot, benne a v csiiccsal, akkor
G — v-t Ggy kapjuk meg, hogy letoroljiik a v csticsot és a
rdilleszkedd élgorbéket.
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A részgraf fogalma

Definicié

R a G graf részgrafja, ha R élek/csticsok elhagydsaval kaphaté
G-bol. Jelolésben R C G.

Megjegyezziik, elképzelhetd, hogy a megengedett elhagyasokkal
nem éliink, azaz G C G. Ha ezt nem akarjuk megengedni, akkor
valédi részgrafrél beszéliink.
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A feszitett részgraf fogalma

Definicié

F a G graf feszitett részgrafja, ha F csiicsok elhagyasaval kaphaté
G-bal.

Konnyi latni, hogy a csicsok elhagydsanak sorrendje nem
befolyasolja a végeredményként kapott grafot. I,gy a megmaradt
csticsok M halmaza egyértelmiien meghatarozza a feszitett
részgrafot. Ennek jelolése G|py.

Azt mondjuk G|p az M csiicshalmaz §ltal feszitett részgrafja
G-nek.
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A feszito részgraf fogalma

Definicié

S a G graf feszito részgrafja, ha S élek elhagydsaval kaphat6
G-bal.

Az élelhagyds nem valtoztatja meg a cslicshalmazt. I,gy egy feszitd
részgraf csicshalmaza megegyezik G csiicshalmazaval. Igazabdl igy
is fogalmazhattunk volna: G egy feszit6 részgrafja olyan részgraf,
amely csicshalmza tartalmazza G Gsszes cslicsat.
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Szinet




Osszefiiggd grafok

Térjiink vissza az elérhetOség relacidra és a mogotte 1évo
osztalyozasra.

A csticsok egy osztély legyen O. Ekkor G| egy részfrafja G-nek.
Az O-n kiviili csiicsokat elhagyjuk. O pontjai és a koztiik 1évé élek
alkotjdk G|o-t.

Az (A) megjegyzés szerint ebben a grafban barhonnan barhova
elérhetiink. Ez egy fontos tulajdonsag.

Definicié

Egy graf osszefiiggd, ha barmely két cslicsa kozott vezet séta.
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Komponensek

A G|o tipusu részgrifok (O az elérhetdség relacié mogotti
osztalyozas egy tetszéleges osztdlya) fontos részei/alkotdi G-nek.

Definicid

G komponensei azok a részgrafjai, amelyeket gy kaphatunk, hogy
egy elérhetdségi osztaly cslicsait vesziink a koztiik haladé élekkel.
Masképpen az osztalyon kiviili dssszes csiicsot elhagyjuk.

A fentiek alapjan egy graf minden komponense egy 0sszefuggd
graf. Egy graf pontosan akkor osszefliggd, ha egyetlen komponense
van. Két kilonboz6é komponens csiicsai kozott nem vezetnek élek
(kordbbi (B) tulajdonsag).

Azt is mondhatjuk, hogy minden graf lerajzolhaté lgy, hogy
komponenseit lerajzoljuk fiiggetleniil, majd jél
elvdlasztva/szepardlva egymds mellé rajzoljuk Oket.
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Komponensek: példa/feladat

Feladat

Vegyiink fel n korszeriien rendezett cstcsot

(V(G) ={w,v1,v2,...,Vn_1}, a cstcsok indexeivel modulo n
szamolunk). Minden cstcsot kossiink 0ssze a masodszomszédaival
(vj-nek két szomszédja van: vj_ és vji2). Legyen G, az igy kapott
graf. Az aldbbiakban két példat rajzoltunk fel két kiilonbozé n-re:

Hatarozzuk meg a G, grafok komponenseit.
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A megoldas |

A két példagraf , szinte” ugyantgy néz ki. Ennek ellenére
struktardjuk kilonbozé. Konnyi 1atni, hogy n paritasatdl fiigg a
vélasz.

Ha n péros, akkor csicsai sakktdblaszeriien /valtakozva
kiszinezheték két szinnel. A korbeli sorrendben a két (mondjuk
piros/kék) szin valtakozva kovetkezhet. Ekkor sétdlva mindig
masodszomszédra léplink, de ez a szin meg06rzését jelenti. Azaz
kiilonbozd szinl csticsok kozott nincs elérhetdség.

Az azonos szin(i pontokat az élek egy korgraffa kotik ossze,
barmely két azonos szinii cstics kozott elérhetbség van. A
komponens struktira: a csticshalmaz a sakktablaszer(i szinezés két
szinosztalya szerint két csoportba van osztva. Mindkét komponens
egy-egy korgraf.
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A megoldas Il

Ha n paratlan, akkor a fenti szinezés nem l|étezik. EbbSl még nem
kovetkeztethetiink semmire. De az egy iranyl masodszomszédokon
lépegetve eljutunk egy kdrmentén szomszédos (ezért a grafunkban
nem Osszekotott) csticshoz.

A forgdsszimmetridra hivatkozva lathatd, hogy grafunk osszefliggd.
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A megoldas vizualizalasa

A kordbbi két példank bal oldali grafja paros pontd, a jobb oldali
pedig paratlan pontd.

Az aldbbi dbran az el6z6 két példagrifot ismételjilk meg, de a bal
oldalin szinekkel jelezziik a komponens-strukttrat.
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A nem osszefliggoség vizualizalasa

A bal oldali graf az alabbi médon is lerajzolhaté. Itt a két
komponens latvanyosan felismerhetd.

Az ilyen lerajzolds azonban el6készitést igényel. Gyakran grafunk
csak ,,oda van dobva”. Komponenseire valé szétbontas nem
egyszerd.
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Komponensek

A fentiek alapjan az 6sszefiiggd grafok kiilonosen fontos szerepet
toltenek be a grafelméletben.

Ha egy kérdést Osszefliggd grafokra meg tudunk vélaszolni, akkor a

komponensekre adott valaszokbdl gyakran a teljes grafra vonatkozé
kérdésre Osszerakhaté a valasz.
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Koszonom a figyelmet!




