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Konigsberg, ahol a grafelmélet megszuletett

Torténetileg legfontosabb példa grafra: a XIX. szazadi Konigsberg

varosanak kozéppontjiban |évé szarazfoldi egységek és a koztuk fekvo
hidak rendszere

Hajnal Péter Sétdk grafokban, SzTE, 2021



A séta grafelméleti definicidja

A grafelméleti séta definicidja

Egy séta a G grafban egy

8:u:V07el)Vl7e2)v27"'avf—17e€7‘/€:V

sorozat, ahol

(i) Vo, Vi,...,vy €V, e,...,e € E,
(i) Minden e; élt a sorozatban két végpontja veszi koriil:
€ = Vi_1V;.

Szavakkal: A sorozat csticcsal kezdédik, végzédik. A sorozatban a
cstics/él kategdridk alterndlnak. Minden élt két végpontja veszi
kozre.
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Terminoldgidk

S:u=w,e1,Vi,€,V2,...,Vi_1,6,Vg =V  egy séta
S u-bdl indul, v-be érkezik,
S egy uv-séta,

£ a séta hossza, Megjegyezziik, hogy ¢ = 0 lehetséges, azaz

‘U’ egy séta,
V(S) = {w,v1,..., v} a séta csicshalmaza,
E(S) ={e1,..., e} a séta élhalmaza.
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Séta: dinamikus szemlélet

A séta fent leirt definicié a séta statikus szemlélete. Egy
matematikai objektumba (egy sorozat) siiritettiik a lényeget. Van
egy dinamikus szemlélet is.

Séta: dinamikus szemlélet

Egy sétalas egy grafban egy folyamat, t =0,1,2,...,¢
diszkrét idopontokkal, , ératitésekkel”,

Minden idépontban a graf egy-egy csiicsdban foglalunk helyet.
t = i idopontban v;-ben vagyunk.

Két id6épont kozott a megfelelé két csiics (sziikségszeriien
szomszédosak) egy Osszekotd élén haladunk at (a séta egy
|épését tessziik meg).

Azaz t =i — 1 és t = i idopont kozott az €; = v;_1v; élen
haladunk at, igy v;_1-bdl vj-be keruliink at.

Azaz a grafelméleti sétalds a kordbbi valddi sétalas filmszalagjanak,
képsorozatanak kiritkitott sorozata.
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Specialis sétdk: vonal

A vonal definicidja

A vonal egy olyan séta, melyben az élek nem ismétl6dnek.

Azt is mondhatjuk, hogy élhalmazdnak elemszdma ugyanaz mint a
hossza. Ez altaldban nem igaz. Ha egy élen oda-vissza |épegetve
sétalunk hosszu ideig, akkor élhalmaza egyetlen élbdl all mig
hossza tetszbleges hosszl lehet.

Azaz a vonal olyan séta, amely bejarasa soran tiltott az olyan élen
valé athaladas, amelyen kordbban mar atléptiink.
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Specialis sétdk: it

Az Ut definicidja

Az (it egy olyan séta, amelyben a csticsok nem ismétlédnek.

Azaz sétalasként fogva fel az utat minden Iépés egy eddig nem
latogatott cslicsba vezet.

Azaz 0t olyan séta, amely bejaradsa soran tiltott a mar latogatott
csticsba valé visszalépés.
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Ut /vonal

Nyilvan van olyan vonal, amely nem t. Azaz az élek
nem-ismétlodése mellett ugyanabba a csticsba visszatérhetiink.
Forditva azonban nem igaz: Ha egy séta soran tiltjuk a cstcsok
ismétlodését, akkor az élek automatikusan nem ismétlddnek.

Egy vo, e1,v1, €2, v2,..., Vo1, €, v (it egy vonal.
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Az észrevétel bizonyitdsa

Indirekten indoklunk. Tegyiik fel, hogy utunk nem vonal, azaz
alkalmas i < j indexre e; = e¢j = e. (Indirekt bizonyitds)

Az ismétlddo él két végpontja legyen u és v. Ekkor ej-t és ej-t is
az u és v cslicsok veszik koriul. Ez még nem teszi sziikségessé,
hogy példaul v ismétlédjon. Az u, e, v, e, u sétdban ismétlodik az e
él, de v végpontja nem.

Legyen x € {u, v} az e él azon végpontja, amely e; elétt van. Ez a
cslics a késObbi e; €l koril is ott van. Ez mdr biztos
csucsismétlédés. Kiinduld sétank Gt mivoltdnak ez ellentmond. A
bizonyitas teljes.
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Specialis sétdk: Kor

Sétak zarddasa

Egy séta zarédd/zart, ha elsé és utolsd csiicsa megegyezik.

Egy vonal is lehet zarédé. Egy atnal csak akkor lehet zarédasrdl
beszélni, ha 0 hosszd. A legaldbb 1 hosszi utak sziikségszeriien
NEM ziréddak (szokasos a nyilt kifejezés).

A kor definicidja

A kor egy grafban olyan vg, e1,v1, €, Vo, ..., Vp_1, €, vp Séta,
amelyre
az elsé ¢ — 1 [épés (14 > 1) sétdja: vo, €1, V1, €2, Vo, ..., Vo1
at,

tovabba az ey egy eddig nem szerepl6 él, amely visszavezet
vo-ba (azaz vy = vp).

Specidlisan egy kor hossza mindig pozitiv egész (0 hosszd kor
nincs). A korok zarédé vonalak, nem utak.
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Szinet




Definicid

Elérhetoségi reldcid

~ egy relacié egy graf cslcshalmazan. u,v € V esetén u ~ v
(u-bdl elérhetd v) akkor és csak akkor, ha grafunkban van uv séta.

Alaplemma

Az elérhetdség relacié egy ekvivalenciarelacié. Azaz
(i) u~u,
(ii) u~ v esetén v ~ u,

(ili) u~v, v~ wesetén u~ w.
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Ekvivalenciarelacidk alaptétele

Alappélda

Egy gimnaziumban az osztalytars relacié egy ekvivalenciarelacid.

Azzal a nyelvi megéllapodassal éliink, hogy mindenki osztdlytarsa
onmaganak.

Az ekvivalenciareldciok alaptétele

Ha p ekvivalenciareldcié egy H halmazon, akkor a halmaz
egyértelmiien osztalyozhaté nemiires halmaz(ok)ba tgy, hogy p
pontosan az , ugyanabba az osztalyba tartozni” relacié legyen.

Azaz az , osztdlytars” példa egy univerzalis példa.
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A Lemma bizonyitdsa

(i) Minden u csticsra ‘v’ egy 0 hosszi séta u-bdl u-ba.

(ii) Egy sétat leir6 csiics/él-sorozat jobbrdl balra olvasva is séta
lesz. Ennek beldtasira csak a definiciét kell végiggondolnunk. A
‘csticcsal kezdddik és végzddik', a ‘csicsok/élek alterndlnak’, és
‘minden élt két végpontja fogja kozre' olyan feltételek amik a
jobb/bal felcserélésére szimmetrikusak.

(iii) Ha u ~ v, akkor van egy séta, amelyet leiré sorozat u-val
kezdodik és v -vel végzodik. Ha v ~ w, akkor van egy séta,
amelyet leiré sorozat v-val kezdddik és w -vel végzddik. Ha leirjuk
az els6 sétat, majd utolsé elemét a masodik séta kezdéelemének
gondolva utdna masoljuk a masodik sétat, akkor is egy sétat
kapunk (miért?). Ez a séta igazolja, hogy u ~ w.
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Uttal valé elérhetdség

u ~ v akkor és csak akkor teljesiil, ha van u-bdl v-be vezetd ut.

Azaz a sétaval valo elérhetGség és az uttal vald elérhetOség
ugyanaz.
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A lemma bizonyitasa

Nyilvdn ha van u-bdl v-be vezetd (t, akkor van séta is (az it maga
egy (specialis) séta).

Az allitas lényege, ha u-bdl elsétdlhatunk v-be, akkor u-bdl v-be
vezets (t is létezik.

Legyen S
u= vo,el,v1,e2,v2,...,e,-,v,-,...,ej,vj,ej+1,...,v@_1,eg,v£: v

séta és tegyiik fel, hogy nem (t. Azaz i < esetén v; = v;.
(Indirekt bizonyitds)

Ekkor legyen Kivag(S,i,j):
u=v,e,Vvi,€,Vv,...,E, Vi(: V_j)v ej+1, ey €—1,6, Vg =V

szintén egy uv séta,
amely élsorozata az eredeti séta élsorozatdnak egy részsorozata. Az
ei+1 él biztos hidanyzik belGle, azaz hossza rovidebb mint az el6z&é.

Ez a nyilvdnvalé észrevétel a Lemma igazoldsanak [ényege.
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A matematikus befejezés

Legyen S a legrovidebb uv séta (ilyen biztos létezik hiszen van
ilyen séta az u ~ v feltevés alapjan és a sétahossz egy természetes
szdm).

A fentiek alapjan ebben nem lehet csticsismétlés (hiszen az hossz
csokkentéshez vezet, mint lattuk).

Azaz a legrovidebb séta egyben (it és bizonyitja az allitast.
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Az informatikus befejezés

u ~ v feltevés alapjan van egy
S:u=vp,e1,V1,62,V2,. .., V1,60, Vg =V

uv séta grafunkban.

Legyen S a kovetkez6 algoritmus inputja:

Kivagasos vonal egyszeriisité algoritmus: Adott egy S uv-
séta egy G grafban.

Amig van v; = v; csicsismétlés, addig S «+ Kivag(S, i, ).

Az algoritmus sordn a hossz nem csokkenhet a végtelenségig
(értékei természetes szamok). Igy sziikségszerii az algoritmus
ledllasa. Ekkor az aktudlis sétdban nincs csticsismétlés. Azaz az
output (séta a ledlldskor) igazolja az allitast.
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Vége van!

Koszonom a figyelmet!

Az el6adds soran a wikipedia oldalairdl szarmazé képeket is
hasznaltam.
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