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Az alapkérdés: Egy konkrét példa

e Van harom pliiss figurdnk: egy elefant, egy zsiraf és egy kutya.
Napkozben ezekkel jatszunk, de este Edesanyénk azt mondja
rendet kell csindlni. A pliss figurdkat egy polcon tartjuk, ahol
egymas mellett férnek el. Este sorba kell raknunk Gket a polcon.
Hény lehetdségiink van?

o A jatékokat értelemszeriien jeloljik E, Zs és K jelekkel. A
lehetdségeket listazhatjuk:

E K Zs, E Zs K, K E Zs,
K Zs E, Zs E K, Zs K E.

Hat lehetdséglink van.
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A sorbaallitas definicidja

e A sorbadllitds egy ,, nyelvet” is ad szdmunkra. Lesz elsd,
masodik /kozépsd, harmadik/utolsé jaték, mondhatjuk, hogy az
els6 és utolsd kozrefogja a kozépsot.

e Egy H halmazt alkoté n elem sorbadllitasdnal van n pozicié, amit
az 1,2,..., n szdmokkal jelolhetiink. A sorbadllitasnal a pozicidkat
és H elemeit pdarba allitjuk.

Definicié

Egy n elemli H halmaz sorbaillitdsa egy
m:[n={1,2,...,n} - H

bijekcié.
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A formalizmusrdl

Legyen H = {E, K, Zs}. Ekkor
11213
K[ 2| E
LT
K Zs E
K Zs E
ugyanannak a sorbaallitasnak a leirasa.

e Nyilvan a legutolsé a legrovidebb, legemberibb. Tomorsége
koszonhetd annak, hogy néhany megallapodason alapul olvasata.
Példaul a sor els6 eleme a bal oldali elem. Héber kozosségben
esetleg mas olvasat lehetséges.
e Ennek ellenére a formalis matametikai leirds az elsé. A bijekcidt
leird tablazat oszlopai felcserélheték, olvasata , robusztus”.
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Az alapkérdés

Legyen o(H) a H halmaz sorbadllitasainak halmaza.

o Az alapkérdés: Legyen H egy n elemii halmaz. Hatarozzuk meg
|o(H)|-t. Specidlisabban: Hatarozzuk meg |o([n])|-t.

e Ez , kozépiskolds nyelven”: Adott n kiilonbozé targy.
Hanyféleképpen allithatjuk sorba 6ket?

Jelolés

Legyen n egy természetes szam. Ekkor n! (olvasata n faktoridlis) a
kovetkez6 értéket jeloli

| 1, n=20,1
nl =
1-2-...-n, kilonben
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A tétel

e Szavakkal: n faktoridlis az els6n pozitiv egész szorzata.

e Ha n =0 vagy n =1, akkor ennek értelmezése nem vildgos. Mit
értiink 0 tényezds/lires szorzat alatt? Mit értiink egytényezds
szorzat alatt?

e Az lires szorzat értéke 1. Az egy tényezOs szorzat értéke az
egyetlen tényezd. Fent a megdllapodasok alapjan kijovo értékeket
irtuk le.

n targyat

n!-féleképpen

allithatunk sorba.

Hajnal Péter Permutdcidk, SzTE, 2021



Kis n-ek esete

e Az n = 0 eset nyilvanvalé.

e A sorbadllitasokra tgy kell gondolnunk mint egy-egy fénykép. Ha
n = 0, akkor nincs sorbaallitandé targy, egyetlen egy fénykép
lehetéséges: az ,, iires polc” fényképe (feltettiik, hogy a sor egy
polcon keriil kialakitasra).

e Az n =1 eset hasonléan nyilvdnvalé.

e Egy jatékunk van, amit egy polcon , felsorolunk” egyféle fénykép
lehetséges (jaték pontos helyzete nem [ényeges).

e Az n = 2 eset konnyen meggondolhaté.
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|. Bizonyitas

e Egy sorbaillitas kivalasztasit dontések sorozataként fogjuk fel.

e Kivélasztjuk az elsé pozicidban allé elemet, majd a masodik
poziciéban 4llé elemet, majd a harmadik poziciéban 3all6 elemet és
igy tovabb.

e Az els6 dontésre n lehetdségiink van. Az 1,2,...,n szdmok
koziil kell egyet kivadlaztani, ami azonosit egy tdrgyat. Mondjuk t
azt jelenti, hogy a koruk szerint rendezett sorban az t-edik targyrdl
van szé.

e Az j-edik dontésnél vigyaznunk kell, hogy a kordbban mar
sorbaillitott emberekre vonatkozé dontésiinkkel ne keriiljiink
ellentmonddba. igy n— (i — 1) targy koziil vélaszthatunk.
Mondjuk t € {1,2,...,n— i+ 1} azt jelenti, hogy a
koruk/stlyuk/neviik szerint rendezett sorban az t-edik EDDIG BE
NEM SOROLT targyrdl van szé.
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|. Bizonyitds (folytatas)

e Ha igy tesziink, akkor ezen valasztasunk fliggetlen a korabbiaktdl.

o A teljes dontéssorozat ad egy vélasztott sorrendet.

e A szorzasielv alapjan erre n-(n—1)-...-2-1 = n! lehetéség van.
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Il. Bizonyitds

e Jelolje s, az n targy sorbadllitdsainak szamat, azaz az
alapkérdésre adandé viélaszt.

e 5p = 51 = l-et tudjuk.

e Mi a kapcsolat sp41 és s, kozott? Gondoljuk el, hogy van egy n
fés osztaly. A liberdlis tornatandruk tetszéleges sorrendet
megenged az érakezdeti tornasornak. Hany lehet6ségiik van? A
vélaszra vezettuk be az s, jelolést.

e Mi torténik, ha egy 0j osztalytars jelenik meg? Nyilvan a
lehetdségek szama nd. A kordbbi sorok mind ott lesznek, de
ezekbe be kell szirnunk az 4j gyereket.

e Egy régi sor hany (j lehetéséget ad? Hanyféleképpen szirhatunk
be egy () elemet egy n hosszi sorba?
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Il. Bizonyitds (folytatas)

e A mar sorbadllé gyerekek meghatdroznak n — 1 kozt és ott van
az elso, illetve utolsé pozicié is mint lehetéség is. Mdsképpen a
gyerek vélaszthat egy jobb szomszédot (n lehetdség) és donthet
Ugy, hogy a sor jobb oldalara all. A beszlrasra n+ 1 lehetéség van.

e Azaz az s, mogott allé lista mindegyik eleme n + 1-szerezddik az
Uj listdban. Ez azt jelenti az elemszam tekintetében, hogy

Sn+1 = (n+ 1)sp.

e A bizonyitast egy ,,unalmas” teljes indukcié zarhatja.

Hajnal Péter Permutéciék, SzTE, 2021



Egy Altalanositott feladat

Egy dobozban tartunk n kiilonbozd plisséllatot. Agyunk felett egy polc
van, amelyen k allat fér el egymas mellett. Hanyféleképpen rakhatjuk tele
a polcunkat pliissallatokkal?

e Reméljuk a feladat a kordbbiak alapjan nem til nehéz.

o k dontést kell meghoznunk: Melyik allatot rakjuk az elsé poziciéba?
Melyik allatot rakjuk a masodik poziciéba? Es igy tovabb.

e Az elsé dontésre n kimenet lehet. Az i-edik dontésnél i — 1 pozicidba
mar elhelyeztiink targyakat. lgy n — i + 1 lehet6ség kozul vélaszhatunk.

e A vidlasz egy k tényezOs szorzat. Az els6 tényezd n, majd mindegyik
tényezd 1-gyel kevesebb. Formuldval:

n(n—1)...(n—k+1).
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A ,, Kontorlalt tilszamolas” elve

e Listdzzuk a megolddsokat kis n, k esetén. Minden megoldasnal
egy-egy k-elemii pliiséllat-halmazt is Iatunk (a sorrendet ezzel

. elfelejtjik”).

e A k-elemli részhalmazok szdmdra n(n—1)...(n— k + 1) egy
rossz megoldas (feltessziik, hogy k > 1). Minden részhalmazt
latunk, de tobbszor is amennyiben végigpasztazzuk a feladat
lehetdségeit felsorold listat. A formula egy tdlszamolas eredménye.

e Azonban minden részhalmaz pontosan k! sokszor szerepel a
listdn. Azaz tidlszamoldsunk ,,szabdlyos”.

Egyszerl alapelv

Ha egy L listaban egy L elemei szerepelnek tgy £ minden eleme
pontosan s-szer szerepel, akkor _
£]
L] = —.

S
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Ujra a binomialis egyutthaték

k(k—1)...2-1 ~ kl(n— k)

<n>:n(n—l)...(n—k—i—2)(n—k+1) !
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Bevezeto feladat

n 6vodas jatszik az udvaron korjatékot. Csoportokba osztédnak és
minden csoport egy-egy kort alkot. Egy korben mindenkinek lesz
bal és jobb szomszédja. Hany lehetéségiik van a jatékra?

o Kiemeliink két specidlis , kort”. Lehetséges, hogy egy csoportba
egy gyerek kerdil. O is alkothat kort. Bal és jobb szomszédja is
onmaga. Két gyerek is alkothat kort. Ekkor mindkettének ugyanaz
lesz a bal, illetve jobb szomszédja: a masik gyerek.

o A feladat tapasztalatom szerint nehéz, a legtobb didk nem tud
vele mit kezdeni. Kozépiskoldban ilyenrdl nem hallottak (szemben
a sorbadllitasi feladattal, amely alapfeladat).

o Az érdekl6d6 hallgaté sorolja fel a lehetOségeket n = 3,4 esetén.

e A feladatot egyel6re hagyjuk és tovabbhaladunk.
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Atrendezések: Definicié

Definicid

Egy H halmaz atrendezésén egy
m:H—H

bijekcidt értiink.

e Az dtrendezést is interpretdlhatjuk a sorbadllitds matematikai
definicidjanak logikajaval. Adott n targy egy szobdban.
Mindegyiknek van egy poziciéja és mindegyik egy-egy tdrgy is.

e H={E,K,Zs} esetén ha E € H, akkor olvashaté gy is, hogy E
egy targy, az elefant jaték és dgy is, hogy , E helye”, egy pozicid.

e az £ — K olvashaté gy is, hogy a Kutya az Elefant helyére
keriil. Ez megmagyardzza az elnevezést.
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Atrendezések: Az alapkérdés

Legyen S(H) a H halmaz &trendezéseinek halmaza.

e Az alapkérdés: Legyen H egy n elemii halmaz. Hatdrozzuk meg
|S(H)|-t. Specialisabban: Hatarozzuk meg |S([n])|-t.

e S([n])-re hasznalatos az S, jelolés is.()
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Atrendezések és sorbaallitasok

e Persze ha van egy alapsorbaéllitdsa a H halmaznak, akkor H
minden sorbadllitas értelmezhetd atrendezésnek is.

e Ha H elhelyezkedése egy sorban torténik, akkor az atrendezés
egy sorbdllitdshoz vezet/azzal irhatd le.

o(H) ~ S(H).

Megallapodas

Ha nem akarjuk lerogziteni, hogy sorbaillitasként vagy
atrendezésként beszéliink egy S(H) ~ o(H) elemrdl, akkor
permutaciét mondunk.
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Permutatio: 1845

Permovere, reabirni.

Permutatio, csere; cambia-
lis permutatio, viszonla-
gos csere ; permulare ,
cserélni. |

Pernicies, veszedelem.
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Latin

permutatio
noun
onis F

Magyar

csere

fénév

kicserélés

fénév

pénzforgalom
fénév

véltozas

fénév

véltoztatas

fénév



Atrendezések: Miért?

e Latni fogjuk, hogy dtrendezések illetve sorbadllitdsok vizsgdlata
mas nyelvezethez vezet.

e Mdsrészt van egy Oridsi elonye az dtrendezéseknek: két
atrendezés egymdsutan végrehajthaté (a matematikusok —
megfelelé analégidk miatt — azt mondjdk szorozhatdk).

e Tegyiik fel, hogy egy 7 elsé atrendezésben E — K és egy p
masodik atrendezésben K +— Zs. Azaz el6szor a Kutya az Elefant
helyére keriil, majd a Zsiraf a Kutya helyére keriil.

o Akkor azt egy E — Zs utasitdssal is kifejezhetjiik.

e Azaz két atrendezés szorzata a megfeleld, Oket leiré matematikai
fliggvények /leképezések /bijekcidk kompozicidja.
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Atrendezések diagramja

Definicid

Legyen m: H — H egy atrendezés. 7 diagramja a kovetkez6 dbra:
H elemeit egy-egy karika jelképezi. Minden h — h’
hozzdrendeléshez tartozik egy , nyil”, amely h karikdjabél
karikajahoz vezet.
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Atrendezések lattatasa

Ef» B2 K

o

oINS

7Zs 7s

E ——a K

E K E K
W O i_\/o
° © 7s ° 7Zs

7Zs

Legyen H = {E, K, Zs}. Az Gsszes dtrendezésiik diagramjaik
lerajzolasaval.

e Taldn meglepetés, hogy a harom térgy korokbedllitasait latjuk
magunk elétt. Ez nem véletlen.
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Egy atrendezés diagramjanak tulajdonsagai és egy Tétel
e Ha H egy n elemii halmaz, akkor H egy tetszbleges dtrendezését
leird diagram n karikat és n nyilat tartalmaz.

e Minden karikabdl egy nyil halad ki.
e Minden karikaba egy nyil fut be.

Tétel
Ha n karika és koztuk haladé n nyil diagramja olyan, hogy

(1) minden karikabdl egy nyil indul ki,
(2) minden karikdba egy nyil fut be,

akkor a diagram karikai csoportosithaték tigy, hogy minden nyil egy
csoporton beliil haladjon és a csoporton beliili nyilak egy korbe
rendezzék a csoport elemeit.
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A Tétel ,, magyarazata”

o A tételbeli csoportositds egy csoportjat és a koztuk haladé
nyilakat az dtrendezés ciklusdnak nevezziik.

e Az ilyen atrendezéseket példaként fel is hozhattuk volna:
Targyaink koralakd asztal mellett ilnek. ,, Mindenki a jobb
szomszédja helyéré keril" egy atrendezés.

o A tétel szerint ennek a példdnak a , tobb asztalos véltozata” egy
univerzalis példa: minden dtrendezés esetén

felismerheték /beleldthatdk az asztaltarsasagok és az asztalok
melletti iilésrend.
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A Tétel bizonyitdsa: Egy ciklus felismerése

e Nézziink a diagramra mint egy térképre, ahol a karikdk a
csomépontok, a nyilak egyiranyd utcak.

e Egy csomdpontbdl kezdjink el utazni az egy irdnyud utcak
szabdlyanak betartdsaval. Mindegyik csomdpontbdl egyetlen utca
indul ki. Utunk egyértelmii és sose akad el.

e Valamikor csomépontot kell ismételniink. El6szor ez
szitkségszerlien a kiindulé pont lesz. (Miért?)

e Ezzel egy ciklust azonositottunk.
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A Tétel bizonyitdsa: A befejezés

e Ha ez a teljes diagram, akkor készen vagyunk.

e Ha nem, akkor lesznek maradék karikak. Ezek és a ciklusban 1évo
karikdk kozott nincs nyil: A ciklus elszamolja a ciklus
csticspontjaiba befutd és onnan kifutd egyetlen nyilat.

° fgy a maradék karikdk fliggetleniil kezelhet6k a megtalalt
ciklustél.

e Ugyanezzel az eljarassal djabb ciklust taldlhatunk meg, egészen
addig mig ki nem meritjiik az 6sszes csomépontot.

e Ekkor az osszes karikat besoroltuk egy-egy ciklusba, amelyek
csoportositjdk pontjainkat.
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A tétel

Egy n elemii halmaznak n! atrendezése van. Azaz H véges
halmazra

S(H) = |H|\.

e Ezzel az évodasokra vonatkozd feladatot is megoldottuk.
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. Bizonyitas (ismétlés)

e Rogzitsiik le a H halmaz egy alapsorrendjét.

e Ekkor minden sorbarendezése H-nak egy atrendezése az
alapsorrendnek.

e Ekkor az alapsorrend minden atrendezése egy sorbaallitdsa
H-nak.

e Fent leirtunk egy bijekciét S(H) és o(H) kozt.
e Specidlisan |S(H)| = |o(H)].
e Tudjuk, hogy |o(H)| = n!.
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Il. Bizonyitas (ismétlés)

o Megismételhetjuk a sorbadllitdsokndl megismert
gondolatmenetet:

o Legyen H = {hy, hy, ..., h,}. Egy dtrendezés leirdsat n dontés
meghozatalaként fogjuk fel:

e Mi legyen a képe hi-nek? Mi legyen a képe hi-nek? Es igy
tovabb.

e A gondolatmenet tovabbi leirdsa j6 gyakorlds az érdeklodo
hallgaténak.
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[1l. Bizonyitas

e n évodas korjatékot jatszik. (Lasd bevezet feladat.) A
lehetdségek szamat jelolje aj,.

e Hogyan valtozik ez, ha egy 0j gyerek csatlakozik hozzajuk?

e Az (j lehet6ségek mind felfoghatdk lgy, mint egy régi korjaték,
amelybe az (j gyerek , besziirja magat”. Hanyféleképpen teheti ezt
meg?

e Vilaszthat egy jobb szomszédot a régiek koziil (n lehetéség),
vagy alkothat kiilon kort (ekkor jobb szomszédja 6nmaga lesz).

o Végeredményben a bdvitett n 4 1 dvodds halmazabdl kell egy
gyereket vélasztani: n+ 1 lehet8ség. Azaz api1 = (n+ 1)a,.

e Az ,unalmas” indukcié zarja a bizonyitast.
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Uj? kérdések

Hanyféleképpen ultetheto le 25 gyerek egy néz6téren, ahol 5 sor
mindegyikében 5 szék van?

e ElGszor taldn zavard lehet, hogy egy 2-dimenzids pozicié halmaz
és a gyerekek kozt kell egy bijekciét talalni.

e Utdna remélhetdleg vildgos lesz, hogy ugyanaz a helyzet mint a
sorbadllitdsnal (ahol 1-25 pozicidk és a gyerekek kozt kerestiink
bijekcidt).

e Az is vilagos, hogy ugyanaz a helyzet mint az dtrendezésnél (ahol
a gyerekek és szintén a gyerekek kozt kerestiink bijekcidt).

e A vilasz: 25!.
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Uj? kérdések (folytatds)

Hanyféleképpen helyezhet6 el 8 bastya a sakktablan tgy, hogy ne
paromként ussék egymdast?

e Egy otlet kel csak: Egy j6 elhelyezéshez az {a, b, c,d, e, f, g, h}
oszlopokba kell egy-egy bastyat rakni ugy, hogy kiilonbozé sorokba
({1,2,3,4,5,6,7,8}) essenek.

e Azaz egy {a,b,c,d,e,f,g,h} — {1,2,3,4,5,6,7,8} bijekciét
keresiink. Hany bijekcié lehetséges?

e A vilasz 8!.
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A Tétel

Legyen H, H" két n-elem{i halmaz. Ekkor

|{¢ : H— H'| ¢ bijekcié}| = nl.
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Koszonom a figyelmet! |




