Hajnal Péter

2021. tavasz



Kombinatorikus alapelvek Részhalmazok szama Kombinatorikus mddszer Kettés 0sszeszamolds Atlagolés, skatulya-elv

A kurzusrdl

e A kombinatorika kurzus két részbol all:
(1) Osszeszamlalasi problémak,

(2) grafelmélet.
e A gyakorlat és el6adas ,, EGYBEKREDITALT”. Mindkét részben

a teljesitmdnyt 0-50-es skdlan értékelem. A két értékelés Osszege
adja a kurzus pontszamat, amit jeggyé kovertdlok (lasd coospace).

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszeszamlalasi problémak alapkérdése

Hatdrozzuk meg, hogy adott véges halmaznak hdny eleme van? J

A védlasz: Egy v természetes szdm. v € N={0,1,2,3,...}.

e Sokszor nem is egy halmazrdl van szé. A kérdésben szerepelhet
egy paraméter. Példaul: hany részhalmaza van egy n elemi
halmaznak?

e Itt egy H, halmazsorozatrdl van szé és ennek elemei
elemszamara kérdeziink ra. Az elemszam n-td6l fliigg. A valasz egy
sorozat, mégpedig természetes szamok egy sorozata.

e Sokszor tobb paraméter is lehet. Példdul: hany k elemi
részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

o A vidlasz két paraméter esetén természetes szamok egy két
dimenzids serege/téblizata.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszeszamlalasi problémak: Listazas

e Természetesen egy H halmaz elemszdma nagyon fontos
informacidkat hordoz a halmazrél. Mégis csak egy matematikai
paraméter.

e Mindenki emlékszik, hogy kozépiskolds osztdlyanak mennyi volt
az osztalylétszama. Ez az egy szam elarul valamit kozépiskolds
osztalyunkrdl (a kordbban H-val jelolt halmazra egy példa), de igen
keveset. Joval tobb tudas, ha elsoroljuk a tanuldk neveit.

Egy adott véges halmaz elemeinek felsorolasat a halmaz
listazdsanak nevezziik.

e Ez kis halmazok esetén egy KONKRET, nagyon hasznos feladat.
Fontos, hogy a listdzdsnak legyen egy alapelve. Ezzel lehet
kikliszobolni a listazasi feladat két buktatdjat: egy elemet
kihagyunk, illetve egy elemet tobbszor is felirunk.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszeszamlalasi problémdk: Listazas (folytatas)

e Ha a listat felirjuk, akkor az elemszam meghatdrozdsa egy
egyszer(i szamolds (amennyiben a lita teljes és senkit sem
ismétliink).

e Nagy halmazok esetén a listdzas lehetetlen. Az 6tos lottd
kihlizott szamotoseit 0sszegylijtd halmaz listdzdsa értelmetlen
feladat. Az elemszdm meghatdrozasa egy j6 kozépiskolai gyakorlat.

o Megjegyezziik, hogy az 6ridsi lista ellenére az elemszam tizes
szamrendszerben felirva csupan nyolc szdmjegy.

e Egy paraméteres 0sszeszamldldsi problémat mindig érdemes Ggy
kezdeni, hogy kis paraméter értékekre listdzzuk a halmazok
elemeit. Igy a feladat KONKRET, megfoghatéva valik.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszeszamlalasi problémak: Alapelvek

e Harom alapelvet ismertetiink.

e Mindharom gyokerei az dvodaig vagy még messzebb mennek
vissza.

o Nyelvezetiink kozépiskolai/egyetemi szintii lesz. Mogotte
azonban latni kell a természetes tartalmat.

e Mindig feltessziik, hogy VEGES halmazokkal dolgozunk, de errdl
késObb még sz6 lesz.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv

o A kovetkezd képhez hasonlét mi is konnyen készithetiink:

o A képen egy kislany teszi ossze bal, iletve jobb kezének ujjait. o)
mar tud szdmolni, de ennélkil is latja (ahogy a szdmolni nem
tuddk is), hogy bal és jobb kezén ugyanannyi dj van.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv (folytatas)

o A kovetkezd képen kétfajta Kinder tojas figurak sorakoznak
egymas mellett.

e Az egymads mellé keriilt figurdk a két fajtabdl egy-egy. Parok
alakulnak ki a két fajta figurdk kozott. Ismét szamolas nélkiil
tudhatjuk, hogy a két fajtabdl ugyanannyi darabunk van.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv (folytatas)

o A kovetkez6 kép az internetrdl szarmazik, bal és jobb labas
cipoket abrazol.

e Egy pillanat alatt 4tlatjuk, hogy a balos és jobbos cipék parokat
alkotnak. Tehat ugyanannyi balos cipé van a képen mint jobbos. A
pontos szamuk meghatdrozasa egy szamolds, osszetettebb mint az
egy pillanat alatt l1athaté ,,azonos elemszamusag”.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021



Kombinatorikus alapelvek Részhalmazok szama Kombinatorikus médszer Kettés 0sszeszamolds Atlagolés, skatulya-elv

Bijektiv alapelv (folytatas)

e A kovetkezd (internetes) képen Svoddsok sétdlnak. Mindegyik
part egy fid és egy lany alkotja

e Ez alapjan mindenki szamolas nélkiil tudja, hogy a csoportban
ugyanannyi fid van mint lany.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021



HA két halmaz elemeit parokba tudjuk allitani,

AKKOR a két halmaz azonos elemszdmd.
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Bijektiv alapelv: Formalizalds pontositasa

e Mit értiink az alatt, hogy két halmaz elemeit parba allitjuk?

e Ha a parokban all6 gyerekek a jatszétéren eltoltott idé utan
visszaindulnak, akkor az évonéni megkérdezi , Mindenkinek megvan
a parja?”. Vilagos, hogy egy pdarbaillitidsndl mindenkinek van egy
parja.

e Egy filinak egy lany, egy lanynak egy fili; egy balos ciponek
jobbos; egy bal kézen |évé ujjnak egy jobb kézen 1évé ujj.

e A és B halmazok pdrbaallitdsanal van egy ¢ : A — B és egy
¢ : B — A leképezés. Mindkettd egy elemhez a parjat rendeli.

e Az is nyilvanvald, hogy a parom parja én vagyok. Matematikai
irdsméddal, ha x € A, akkor x parjdnak (¢(x) € B-nek) pérja
(Y(p(x)) € A) x, azaz P(¢(x)) = x barmi legyen is az x € A elem.
llletve hasonldéan ha y € B, akkor y pérjdnak (¢(y) € A-nak) parja
(p(¥(y)) € B) y, azaz ¢(¢(y)) = y minden y € B elemre.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv: Formalizalas pontositdsa (folytatas)

e llyenkor azt mondjuk, hogy ¢ egy parbaillité leképezés A-bdl
B-be, illetve 1) egy parbaallitd leképezés B-bdl A-be.

e Természetesen, ha minden lany tudja a parjat, akkor a
parbaallitas ismert. Azaz ¢ meghatdrozza -t és forditva is. A két
leképezés ellentétes/forditott irdnyba teszi ugyanazt.

e Nézziik csak a parbadllitidsnak azon felét, ami a fillkhoz rendeli
lany parjukat. Hogyan irhatjuk le, hogy ezen leképezés parbaillitd?

e Nyilvan kulonbozo fitkhoz kiilonboz6 lanyokat kell rendelntink.
Tovabba minden lanyhoz kell lenni olyan fitinak, akihez a kiinduld
lanyt rendeljiik parként.

e Ezen két tulajdonsdggal szoktdk leirni a parbadllitd leképezéseket.
e Ha ,valamit” mindenki szdmara egyértelmien leirunk, akkor azt
mondjuk hogy ezt a ,,valamit” definidljuk. A leirds a , valami”
definicidja.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv: A definicié

Definicié

Egy ¢ : A — B leképezés parbaallitd leképezés, ha rendelkezik a
kovetkezd két tulajdonsaggal:

(1) a# & esetén ¢(a) # (a'),
(S) tetszéleges b € B esetén alkalmas a € A elemere ¢(a) = b.

e A matematikus szeretik a fontos tulajdonsagokat kiilon névvel
illetni. Az (I) tulajdonség teljesiilése esetén azt mondjuk, hogy a ¢
leképezés egy-egyértelmii leképezés, idegen széval injekcié. Néha
csak azt irjuk ¢ 1-1. Az (S) tulajdonsag esetén azt mondjuk ¢
leképezés raképezés, idegen széval szlirjekcid.

e Tehat ¢ : A — B leképzés parbaillité az A és B halmazok kozt
ha injektiv és sziijektiv is, idegen széval bijektiv. Azaz a leképzések
parballitd tulajdonsdganak egy masik neve a bijekcid. Nyelvet
tanultunk, a matematika nyelvét.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijektiv alapelv: Ujraformalizélds

HA az A és B halmazok kozott létezik bijekcid,

AKKOR |A| = |B|, a két halmaz azonos elemszamdi.

Ha A és B halmazok parbaillithaték, azaz van koztiik bijekcid,
akkor azt irjuk, hogy

A~ B.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijekcidk: Fuggvények kompozicidja

e x — Y(p(x)) leképezés neve a két leképzés kompozicidja és
szokasos jele i o : el6szor p-t, majd 1)-t végezziik el. Az elsére
szokatlan sorrend oka, ha 1) o -t az x helyen nézzik, azaz

1 o p(x)-et vizsgaljuk, akkor igy x-et elészor a ,, kozelebbi”
fliggvénybe helyettesitjiik,majd az eredményt a tavolabbiba.

e Ez természetesen csak akkor értelmes, ha a ¢ fliggvény altal
felvett értékeken v értelmezett.

e Specidlisan akkor beszélhetiink a kompoziciérdl, ha ¢ : A — B és
1 : B — A. A kompozicié sorrendje nagyon FONTOS. A fenti
esetben Yop: A— Aéspory: B— B.

eHayp:A— Bésy: B — C, ahol A, B, C hdrom fiiggetlen
halmaz, akkor csak az egyik sorrendii kompozicié értelmes. Az
amikor el6szor ¢-t, majd -t alkalmazzuk. Azaz ekkor 1) o p egy
jOl definidlt leképezés.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijekcidk: Fliggvények kompozicidja (folytatas)

e Egy parbadllité leképezés par (p: A — B és ¢ : B — A) esetén
¥ o és o) is minden alkalmas elemhez onmagét rendeli.

e A két kompozicié azonban lényegesen kiilonbozd. Az egyik A-n,
a masik B-n értelmezett. Ha egy H — H fliggvény minden h € H
elemhez h-t rendeli, akkor azt mondjuk, hogy figgvényiink a H-n
értelmezett identitds fliggvény, jele idy.

e Tehdt egy parbadllitd leképezés par (p: A— Bésy: B — A)
esetén Y o p és p o) is identitds. DE ¢ o =idy és

po(x) =idg.

e Ha két fuggvénynek ilyen viszonya van, akkor azt mondjuk, hogy
egymds inverzei.

Definicié

p:A— Bésip: B — Aleképzések egymds inverzei, ha
'(bO(pZidA és @O@D:idg.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijekcidk: Az alaptétel

e A fenti gondolatmenet sordn adddott, hogy bijektiv leképzéseknek
van inverze. S6t megforditva is igaz. Kaptunk egy , tételt”.

p : A — B akkor és csak akkor bijekcidé, ha van hozza inverz
leképzés.

e Két halmaz kozott leirt leképzésrél gyakran gy a legegyszeriibb
beldtni, hogy bijekcié, hogy megadjuk inverzét. Azaz leirjuk, hogy
X parja ismeretében, hogyan mondhaté meg, hogy mely x elemrdl
van szo.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Bijekcidk: A , rejtvény” nyelvezet

e Erdemes kiemelniink, hogy egy ¢ : A — B leképezés parbaslité
volta a kovetkezéképpen is megfogalmazhaté.

e Egy , rejtvénytipust” definidlunk. A rejtvényben adott B egy
tetszoleges eleme.

o A rejtvényt egy jatékos fejti, aki szdmara ¢ ismert, azaz tudja,
hogyan, milyen szabaly szerint kell egy A-beli elemhez a képét
hozzarendelni. A jatékosnak azt kell kitaldlnia, hogy mely A-beli
elem képe b.

e Ha ez a rejtvénytipus olyan, hogy minden esetben van megoldésa
és az egyértelmii, az pontosan azt jelenti, hogy ¢ parbaallité
leképezés.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Egy kérdés

e Matematikai nyelvezettel a ¢ : A — B leképezés akkor allitja
parba az A és B halmaz elemeit, ha egy-egyértelmii és raképezés.

Mi torténik, ha csak azt tudjuk, hogy leképzésiink egy-egyértelmii
(rdképezést nem tudjuk)? J

e Az alabbi képen két fajta Kinder jatékokat raktunk egymas mellé.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Egy kérdés: A valasz

e A zold tekndésok mellé mindig kerult egy mékus. A zold tekndsok
T halmazabdl a kép definial egy ,, parja/mellette van" leképezést a
moékusok M halmazdba. Ez nem raképzés. Az utolsé két mdkus
nem lesz kép a leképzésnél. Egyik tekndsnek sem lesznek a parjuk.
A leképézés egy-egyértelmii/injektiv, de NEM raképzés/sziirjektiv.
Ebbdl kovetkeztethetiink arra, hogy a tekndsok kevesebben vannak
(azaz a mdkusok vannak tobben).

Legyenek A és B véges halmazok. Ha ¢ : A — B leképézés
egy-egyértelmii, de NEM rdképezés, akkor |A| < |B].

o A figyelmes hallgaté észrevehet egy eddigeikhez képest (j
fogalmat. Tétellink egyik feltétele, hogy halmazaink végesek. Mi is
ez? Miért is van szukségiink erre a feltételre?

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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A valasz-Tétel feltételei

e Az elsd alapelvbarmilyen két halmazra teljestil.

o |lgazabdl végtelenekre az alapelv definidlja mikor is mondjuk,
hogy a két halmaz elemszdma/mérete/szamossiga ugyanaz.

e A pozitiv egészek és a negativ egészek ugyanannyian vannak: Az
eléjel valtas" parokba dllitja 6ket (azaz egy bijekcié a két halmaz
kozott). Akar sétdlni is elkiildhetjiik ket mint egy kordbbi képen
szerepl6 dvodasokat. Az elsé alapelv alapjan a pozitiv és negativ
egész szamok , ugyanannyian vannak”.

e Ennek ellenére a negativ egészékhez lehet egy-egyértelmii mddon
parokat rendelni a pozitiv egészek kozil gy is, hogy maradjon par
nélkili pozitiv egész. Példaul ha x parja —x + 1, akkor a negativ
szamok egyikének sem lesz pérja az 1. Ha pedig az x negativ egész
parjdnak —2x-et nevezziik ki, akkor minden paratlan pozitiv egész
olyan lesz, mint a kordbbi képiinkon az utolsé két mdkus.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Végtelen halmazok

e Egy végtelen halmazhoz még egy elemet hozzd adva, vagy akar
mindegyik eleme mellé egy Uj elemet rakva ez nem viéltoztatja meg
»nagysagat”.

e Ennek ellenére vannak , kiilonbozo” végtelenek. Egy végtelen
halmazt is lehet nagyobbitani. Ez azonban a Halmazelmélet nevii
matematikai teriilet témakore. Kombinatorikdban mi mindig véges
halmazokkal dolgozunk.

e Akkor j6 lenne tisztazni, hogy mik a véges halmazok?

e Néhany példa véges halmazra:

07 {1}7 {17 2}7 {17 27 3}7 {17 27 374}7 {17 27 37 47 5}7 {17 27 37 47 57 6}7 e

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Véges halmazok

Jelolés: Standard véges halmazok

Legyen n € N egy tetszbleges természetes szdm. Legyen

[n] ={1,2,...,n}.

[0] =0, [1] = {1}, [9] = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Definicié

| A\

Egy H halmaz véges, ha elemei parba allithatéok egy standard véges
halmaz elemeivel.

y

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Vissza az évodaba

e Azt is mondhatjuk, hogy egy H halmaz véges, ha elemeit meg
tudjuk szamolni, amely szdmolas végeredménye egy természetes
szam.

e A bal keziinkon véges sok ujj van. Meg is szdmolhatjuk Gket:
egy, kettd, harom, négy, ot. Mit csindltunk? Parbaallitottuk az
ujjainkat és az [5] = {1,2,3,4,5} halmazt. Azaz bijekciét
létesitettiink ujjaink és egy standard véges halmaz kozott. Ismét
egy 6vodas tanulmanyt formalizdltunk a matematika nyelvén.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Elemszam

Definicid

Ha H elemei és [n] = {1,2,...,n} elemeit parba &llithatjuk, akkor
azt mondjuk, hogy H egy n elemi halmaz.

e A kifinomult mtematikai érzék azt mondja, hogy a fenti
sz6hasznalaz veszélyes. Lehet, hogy mashogy szdmolva az ujjainkat
6-ot kapjunk?

Legyen n,m € N. Tegyiik fel, hogy A ~ [n] és A ~ [m]. Ekkor

n=m.

A feltételekbdl adédik, hogy [n] ~ [m]. Miért? Indirekten
bizonyitunk. Felthetjiik, hogy n < m. Miért? Tudjuk, hogy létezik
@ : [n] — [m] bijekcid. Ez ellentmond a skatulyaelvnek.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szunet

YL

C

-’ \m)

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszegzési alapelv

e Hany erdei gylimolcsot latunk az alabbi képen?

e A gyumolcsok fajtdja nyilvan egy rendezd elv. Szamoljuk meg az
afonydt: 5 darab. Ribizli: 4 darab, fekete ribizli: 3 darab. Osszesen
5+ 4 + 3 erdei gyiimdlcs van a képen.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszegzési alapelv (folytatas)

e A megszamolandé objektumokat csoportositottuk (minden
objektum pontosan egy csoporthoz tartozott), majd a csoportok
elemszamait kilon megallapitottuk. A részeredmények Osszege a
végso valasz.

e Ha egy halmaz elemszamat szeretnénk megszamolni, amely tobb
kozos elem nélkili részhalmazra van bontva, akkor a fentiek
alapjan gondolkodhatunk.

Definicié

Két halmazra azt mondjuk, hogy diszjunkt, ha nincs kozos elemiik.

Ha tobb halmazunk van lgy, hogy mindegyik elemuk csak egyetlen
egyhez tartozik hozza, azaz barmelyik kettd diszjunkt, akkor azt
mondjuk, hogy halmazaink pdronként diszjunktak

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Osszegzési alapelv: Formalizmus

Paronként diszjunkt halmazok uniéjanak elemszdma

a halmazok elemszdmdanak osszege.

e Formulaval:

Ha az Az, Az, ..., Ak paronként diszjunktak, akkor
|A1UA2U...UAk‘ = |A1|—|—‘A2|...—|—|Ak|.

e Talan jé ha kiemeljiik az egyszerii esetet, amikor
Osszeszamolandé elemeinket két (A és B) kozos elem nélkiili

halmazba osztjuk:
|[AUB| = |A| +|B|.

e Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan az 0sszeadds
fogalmat bevezették és gyakoroltattdk (még az 6vodaban).

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzési alapelv

e Nagyinak egy muffin siit6je van amibe harom sorban, minden
sorban négy helyre lehet tenni a muffin tésztdjat. Nagyi persze
minden helyet megtolt. Eppen most vette ki a siitébd| a friss
muffinokat.

e Hanyat is? Az elsd sorban négy, a masodikban is, a harmadikban
is. Osszesen 4 +4 +4=3.4=12.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

e Mindjart meg is ettem egyet. Melyiket? A mdsodik sor harmadik
darabjit. (Abban lattam a legtobb malnat.)

e A 12 muffin mindegyike azonosithaté igy: melyik sor, melyik
helye.

e A sor hdrom lehetdség koziil keriil ki. Az ezen beliili hely négyféle
lehet. Mindegyik sorra mindegyik hely egy-egy muffint ir le.

e Kiilonboz6 valasztds (akar kozos sor, de azon belil kiilonb6zd
hely, akdr azonos hely, de kiilonb6z6 sorokban) kiilonb6z
muffinhoz vezet.

e A sor lefrdsa nem mondja meg, hogy az 6sszeszdmolandd
muffinok melyikérél van szé. Hasonldan, ha csak a helyet irjuk le,
nem tudjuk melyik muffinrdl is beszéliink. Ezek csak egy
»komponensek” az osszeszdmolandé objektumok leirdasdban.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

o Kisfiam meglatta az aldbbi képet az interneten. O is ki szerette
volna rakni ezt. Hany lego darab felhasznaldsaval tehette ezt meg?

e 6 sor mindegyikében 4 pozicié. A (sor, pozicid) parokra a
lehetéségek szdma 6 - 4 = 24, ami a sziikséges/latott lego darabok

SZzama .
Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

e Olga egyetemre jar. A kombinatorika el6adds olyan teremben
van, ahol a hallgaték székei négy sorban vannak, mindegyikben tiz
székkel.

« R

e Hany hallgaté szdmadara van ilShely a teremben? A viélasz
nyilvanvalé: 4 - 10 = 40.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

Kombinatorikus médszer ~ Kettds Gsszeszamolas

Atlagolés, skatulya-elv

e Olga kollégiumi szobajanak ablakabdl kinézve az aldbbi képet

latja:
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e Hany ablakot 13t? A hdz 6t szintes és mindegyiken nyolc ablak
van (egy kicsi és hét nagy). Osszesen 5 -8 = 40 ablakot Iat Olga,

ha kinéz a7z ahlakin

Hajnal Péter

Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

e Hany mez6 van a sakktablan?

e A mezdk 8 sorba és 8 oszlopba vannak rendezve. A mezdék
pontosan azonosithatdk, ha megadjuk melyik sorban és melyik
oszlopban van a leirandé mezonk.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzasi alapelv (folytatds)

e A szokds, hogy az oszlopok balrdl jobbra haladva
a,b,c,d,e, f,g, h,neveket”, a sorok aldlrdl haladva
1,2,3,4,5,6,7,8 , neveket” kapnak:

ERfYONaE

L
:i. | {
‘ -, B A e ‘:""gi

e Egy mez6 példaul az al: az elsé mezo a legalsé sorban. Vagy e3:
az otodik mez6 az alulrdl szamitott harmadik sorban.

e A mezbék ugyanannyian vannak mint a betii-szam parok, ahol a
betli az angol dbécé elsé nyolc betlije kol keril ki és a szdm a

nnzitiv_ecéczak aleA nunle elemének eovike
Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzési alapelv: Jelolés

e Az ilyen parok halmaza a kétféle lehetdséget adé halmazok
Descartes-szorzata, vagy egyszerlien (halmazelméleti) szorzata.

e A fenti , koordinata-rendszer” parjai az

{a,b,c,d,e,f,g, h} x {1,2,3,4,5,6,7,8} halmazt alkotjik.
Ahogy a sik geometria koordindta parjainak halmazara a jelolés
R x R, roviden R2.

Definicid

A és B halmazok Descartes szorzata A x B pontosan az (a, b)
parokat tartalmazza, ahola a € A és b € B tetszéleges elemek.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szorzési alapelv

o A két tényezOs szorzat konnyen kiterjeszthetd, harom, négy sot
tetszOleges véges tényezlOs szorzat esetében. Példaul harom
tényez6s Descartes-szorzat harmasokat, hdrom hosszi
koordinatasorokat tartalmaz, ahol a megfelel6 koordinatdk a
megfelelé halmazbdl jonnek.

Definicié

Az Al, Az, 5 o o Ak halmazok A1 X A2 X ... X Ak
Descartes-szorzata (a1, a, . . ., ax) elem k-asokat tartalmaz, ahol
az i-edik elem/koordindta/komponens az i-edik halmazbdl keriil ki,
azaz a; € A; minden j € {1,2,..., k} indexre.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021



Szorzasi alapelv (folytatds) _

e Koltozik a csaldd. Simon dobozokba rakta a holmijat. Az (j
helyén a szobdjaba raktak dobozait. Amikor belépett a kovetkezét
latta:

e Hény doboza volt? Nyilvdn a dobozok/a megszamolandé
objektumok azonositasara harom koordindta kell (szélesség,
mélység, magassag). Mindegyik egymastdl fiiggetleniil harom
értéket vehet fel. A valasz 3-3-3 =27.
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Szorzasi alapelv

e Ezekutdn az alapelviinknek mér vildgosnak kell lennie:

Halmazok szorzatanak elemszama

a tényezO-halmazok elemszamainak szorzata.

e Formulaval:

Az Ay, Az, ..., A halmazok esetén
|A1><A2><...><Ak|:|A1"|A2|'...'|Ak|.

e Taldn j6 ha kiemeljiik az egyszerii esetet, amikor két (A és B)

tényezonk van:
Ax B| = |A]-|B].

e Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan a szorzas
fogalmat bevezették és gyakoroltattdk (még az 6vodaban).

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Jelolések

e Az utolsé két alapelviinket egy kicsit tomorebb formdban is
felirhatjuk. Ehhez egy , jelolés technikai megallapoddasra” van
sziikségunk.

o Az Osszegzasi alapelvben paronként diszjunkt halmazok unidja
szerepelt. A halmazokat A-val jeloltik és ahol indexet hasznaltunk
a kilonboz6 halmazok megkiilonboztetésére. Az unié éltaldnos

tagja A;, ahol az i értékei az 1,2,..., k sorozaton , futnak at”.
Szerepelt egy Osszeg is, amely dltaldnos tagja az |A;| elemszam,
ahol az i értékei az 1,2, ..., k sorozaton ,, futnak at".

o A kozépiskolai Ay UAy U ... UAk/ |A1| + |A2]| + ... + |Ak]
jelolésbal ki kell talalni a sémat, az altalanos tagot és az indexek
futasat.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Jelolések (folytatas)

e Erre a kovetkezo jelolést taldltak ki a matematikusok:

k
U A U A UA,, STOAlL DD AL DAL
i i=1

i€{1,2,...k}  ieN:1<i<k i€{1,2,...k} iEN:1<i<k

o A kozépiskolai tipusi A; X Ay X ... X Ax/ |A1|-|Az| - ... |Ak| jelolésekre
is van tomorebb forma:

k k
H Aia H Ala HAH H ‘Ai|? H ’Ai‘7 H‘A’|
i=1 i=1

i€{1,2,..k}  ieN:1<i<k i€{1,2,...k} iEN:1<i<k

e 3 az Osszeg/szumma gorog nevének kezddbetlije. I a szorzat/produktum
gorog nevének kezddObetiije.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Szunet

YL

C

-’ \m)

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Egy alapkérdés

Hény részhalmaza van egy n elemii halmaznak? J

e Erdemes egy kicsit elgondolkozunk a kérdésen. Nézziik meg
kérdésiink egy specidlis esetét. Hany részhalmaza van egy négy
elemii halmaznak?

e Ez az egyszerli kérdés nem allit komoly feladat elé. Vessziik a
, kedvenc" négy elemii halmazunkat, mondjuk a {1,2,3,4}
halmazt.

e Ennek részhalmazai:

0, {13, {2}, {3} {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4},{2,3}, {2,4}, {3, 4},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Az alapkérdés (folytatds)

e A részhalmazok felsoroldsandl volt egy rendezé elviink: El6szor
az iires halmazt (az egyetlen 0 elemszamu részhalmazt) irtuk le,
majd az egy elemi részhalmazokat, amelyeket a két elemiiek, majd
a harom és végll a négy elemiiek kovettek. Az azonos elemszamu
részhalmazok kozil a 1-et tartalmazdkkal kezdtiink, ezek
sorrendejét a a masodik legkisebb (ha azok is megegyeztek akkor a
harmadik legkisebb) elemek hatdroztik meg: amelyik
részhalmaznal kisebb volt értéke az kerlilt eldbbre.

e Ez a rendez6 elv nemcsak munkdnk megszervezésében volt
segitségiinkre. Ez adott alapot arra, hogy meggy6z6déssel
allithassuk listank teljes és minden részhalmazt egyszer sorol fel.
Tehat a kérdésre a vélasz az {1,2,3,4} halmaznak tizenhat
részhalmaza van.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Az alapkérdés (folytatds)

e Vehettiik volna az {a, b, ¢, d} halmazt. Ebben az esetben a
részhalmazok listdja

0,{a},{b}.{c},{d}.{a, b}.{a c},{a. d}, {b.c},{b,d},{c.d},
{a,b,c},{a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d},{a, b, c, d}
lett volna. Ismét tizenhat részhalmazhoz jutottunk.

e Vehettiik volna a
{tavasz, nyar, 6sz, tél},

vagy
{(#.&,0 0}

halmazt, illetve sok mas négy elemii halmazt.

e Mindig ugyanazt az eredményt kaptuk volna? Jél van kitlizve
alapkérdésiink?
Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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A Tétel

e Természetesen igen. Osztoniink azt sugalja, hogy azonos
elemszamd halmazoknak ugyanannyi részhalmazuk van. Hogyan
tudunk azonban egy kétkedot meggy6zni? Hogy tudjuk a
kovetkez6 tételt igazolni?

Legyen A és B két azonos elemszdmu, azaz parba allithaté halmaz.
Ekkor részhalmazai dltal alkotott P(A) és P(B) halmazok is
azonos elemszamuak, azaz parbaallithatdk.

Formalisan

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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A Bizonyitas

o Legyen ¢ egy pdrbadllitd leképezés A és B kozott, amely
»bizonyitja" a két halmaz azonos elemszamisagat.

e Megadunk P(A) és P(B) kozott egy parbadllitd leképezést, ¢-t:
R C A minden elemének van egy parja. Ezek a parok B egy
részhalmazat adjak. Ezen parok halmazat rendeljik hozzd R-hez.

e Formadlisan legyen ¢(R) = {¢(r) : r € R}.
e Beladtjuk, hogy az igy leirt ¢ leképézés parbaallité leképezés.

e Valéban ha S € P(B) adott, akkor az a fejt6érd, hogy , melyik
A-beli részhalmaz parja S7" egyértelmiien megoldhaté.

o Ossze kell gylijteni az S-beli elemek ¢ inverzénél vett képeit.
Igazadbdl ez a szabdly megadja a v inverzét.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Részhalmazok kddolasa

e Egy H véges/n elemii halmaz, azaz H = {hy, ha, ..., hy}.

e R C H részhalmazit kédolhatjuk a kovetkezé médon: Minden
i-re (i =1,2,...,n) megadjuk, hogy a h; elem benne van-e vagy
nem. Egy h;-hez tartozé informacié az informdacidelmélet
~alapegysége”, egy bit informacid.

e Egy bit informacié lehetséges értékeit dltaldban 0/1 értékekkel
kédoljak. Esetiinkben a h;j-hez tartalmazd k; informacié legyen 1,
ha h; € R és legyen 0, ha h; € R.

Lo higR
" 11, heR.

e Formulaval

e Egy H — {0,1} fliggvénnyel irtuk le a részhalmazt.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Karakterisztikus fuggvény

hy | ho | h3 | ha | hs | he
ojof1]o0o]1]1

fuggvény a {hy, hy, h3, ha, hs, he} halmaz {hs, hs, hg} részhalmazat
irja le.

e A fenti fliggvény az R részhalmaz (H feletti) karakterisztikus
fliggvénye. Jeldlése yr(x): H — {0,1}.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Karakterisztikus vektor

e Ha a H halmaz elemeinek hy, hy, ..., h, sorrendje mindenki szdmdra
ismert, akkor a fliiggvény leirhaté tabldzatanak mdasodik soraval, egy n
hosszli szdm-/bitsorozattal, vektorral.

e Egy az R részhalmaz YR karakterisztikus vektora.

Példa (folytatds)

Az el6z8 példankban szereplé {hy, ha, h3, ha, hs, he} halmaz {hs, hs, he}
részhalmazanak karakterisztikus vektora

(0,0,1,0,1,1).

e Az tudja a részhalmazt kiolvasni/dekédolni, aki tudja, hogy a masodik
komponens/a masodik bit a hp & H-re vonatkozé informacié (és igy tovabb).
e H egy n elemi halmaz volt, igy részhalmazainak karakterisztikus vektorai
n hosszi bitsorozatok, azaz {0,1} x {0,1} x ... x {0,1} egy eleme, ahol n
darab {0, 1} tényez6 van. Ezen Descartes-szozat rovid jelolése {0,1}".

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Az oOsszegzés: Tétel

e Amit leirtunk egy P(H) — {0,1}", R — Y g leképezés.

o A fenti példabdl az is kiolvashatd, hogy a hozzarendeléshez
tartozé , rejvény” (adott v € {0,1}" vektorhoz keressiink R
részhalmazt, amelynek ez a karakterisztikus vektora) egyértelmiien
megoldhaté. Azaz P(H) és az {0,1}" halmaz kozétt R — Y g egy
parbadllité leképezés/bijekcid.

e Elsé alapelviink alapjan P(H) és {0,1}" elemszdma ugyanaz
(parbaallitottak mint a sétalé dvodasok).

e A szorzasi alapelv alapjan {0,1}" elemszama
[{0,1}| - [{0,1}|-...- [{0,1}|=2-2-....2=2"

A kovetkezo tételt kaptuk.

Egy n elem( halmaznak 2" részhalmaza van.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Megjegyzések

e A bizonyitds hosszinak, technikainak, atldthatatlannak tlinhet.
Pedig kozépiskolds anyagrdl van szé.

Ott pesze a kérdés igy hangozhatott: , Adott n targy. Néhanyat
(esetleg mindent, esetleg egyet se) ki kell valasztanunk. Hany
lehet6ségiink van?”

Egy lehetséges kozépiskolai érvelés a kovetkezd lehetett. ,, Minden
targy esetén el kell donteni, hogy kivédlasszuk vagy nem. Az n
dontés mindegyikére két lehetéséglink van és a valaszaink
fuggetlenek. A valasz2-2-....2=2""

o A kozépiskolads érvelés minden szava fontos. Az egyetemi érvelés
expliciten hivatkozik azokra az elvekre, amik a bizonyitdsz
»mozgatjak”.

o A kovetkezd feladat taldn tisztdzza a formalizmus elonyét.

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021
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Paros elemszamu részhalmazok szama

Adott egy n elemii halmaz. Hany paros elemszamu részhalmaza
van?

e Kezdetben érdemes egy kozépiskolds nyelven is megkérdezni ezt.
Andi és Béla kirdndulni megy. n fajta gylimolcsbdl szeretnénk
osszedllitani egy csomagot. Mivel ketten vannak paros sok
gylimolcsot visznek el. Hany lehetéségiik van?

e Most is n dontést kell meghozniuk. Mindegyik két kimenetel(i:
az adott gylimolcsot elviszik vagy nem. Mégse 2" a vilasz.

o Miért?
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Paros elemszamu részhalmazok szama: Megoldas

e A dontéseink nem fiiggetlenek.

o Az elsé n — 1 dontést fuggetlenul hozhatjuk meg. Ezek a
csomagolas feltételét nem ronthatjak el.

e Az utolsé dontés azonban , kényszeritett”. Pontosan az egyik
kimenetel lesz j6 arra, hogy a paros nagysagu gyimolcs-csomagot
kialakitsa.

e A fenti érvelés alapjan a vélasz 2" 1.
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Paros elemszamu részhalmazok szama: Kibontott érvelés

o A fentiekkel analdg egyetemi érvelésben egy
Posros(H) — {0,131 leképezést definidlunk, ahol Ppsros(H) a H
halmaz paros elemszamu részhalmazait osszegylijté halmaz.

e Egy R € Ppsros(H) halmazhoz, azaz H egy péros elemszami R
részhalmazdhoz hozzérendeljiik H \ {h,}-nak R\ {h,}
részhalmazdnak karakterisztikus vektorat.

e Ez a hozzirendelés bijekcid, azaz a megfeleld rejtvény
egyértelmiien megoldhaté: Adott n — 1 hosszu bitsorozatbdl kell
kiolvasni egy paros elemszamu részhalmazt.
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Paros elemszamu részhalmazok szama: Kibontott érvelés
(folytatas)

e Az n — 1 bit pontosan leirja hy, hy, ..., h,—1 elemek viszonyat a
kitaldlandé részhalmazhoz, mig h,-r6l nem mond semmit. De ez a
hidnyzo informacié egyértelmiien meghatarozhaté abbdl, hogy
paros elemszamu halmazt keresiink.

o A rejtvény egyértelmiien megoldhaté. A kérdéshez rendelt
egyértelm(i megoldas a fenti kédolé fliggvény inverze. Ezen inverz
léte igazolja a definidlt fliggvény bijektiv mivoltat.

o Az értelmezési tartomany és értékkészlet azonos elemszami. Az
értékkészlet a szorzasi alapelv alapjan 271 elemii. Igy a feltett
kérdésre a valasz 2771
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Kombinatorikus érvelések

e A fenti érvelések kombinatorikus alapelveken alapultak.

e Vannak alternativdk. Vannak képletek, amelyek alapképletekként
megtanulhatdk. Majd algebrai atalakitasokkal manimulalhatdk.
Maskor teljes indukciéval tdmadhaté egy bizonyitandé
kombinatorikus allitas.

e Gyakran kombinatorikus azonossigok bal és jobb oldala egy-egy
halmaz elemszama, igy a bizonyitandé két halmaz elemszamanak
azonossagat allitja. A kombinatorikus gondolkozashoz az 3ll

legkozelebb, hogy ezt kombinatorikus alapelvek alapjan igazoljuk.

e A kombinatorikus alapelvek felismerése tuddsunkat biztosabba
teszi.
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Kombinatorikus érvelések: Mikor adunk ossze, mikor
szorzunk?

e Ha latjuk, hogy az 6sszeszdmolandé objektumokat
csoportositjuk, a csoportokat kilon-kiilon megszdmoljuk, akkor a

» részeredmények” mogott osszeszamolandd objektumok vannak. A
teljes szam a részeredmények Osszege lesz (amennyiben
csoportjaink diszjunktak).

e Ha az osszeszamolandd objetumokat komponensekre bontjuk és
a komponensekre adddé lehetdségeket szamoljuk ki, akkor a
részeredmények mogott nem objektumok allnak, hanem ezeknek
csak ,, toredékei”. Ezekbdl a , toredékekbdl” all ossze egy
objektum. Ha a kiilonb6z6 toredékek szabadon Osszerakhatdk,
azaz a tOredékek vélasztdsai fliggetlenek (azaz az objektumok
halmaza egy Descartes-szorzat), akkor a részeredmények szorzata
adja meg a vdélaszt.
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Kombinatorikus érvelések: A haszon

e Ezen gondolatok tisztdnlatasa a bonyolultabb feladatokat is
kezelhet6vé teszi. Azt is megjegyezziik, hogy a H halmaz jé
csoportokra bontdasa, illetve Descartes-szorzatként valé tekintése
gyakran nem nyilvanvalé.

e A kombinatorikus alapelvekre tdmaszkodd bizonyitdsok a
lényeget mutatjdk meg. Latjuk mi miatt igaz az allitas.

e Gyakran a megoldds mddszerét atlatva nem merdl fel a kérdés:
»Hogyan talalta ezt ki valaki?” Gyakran mi magunk is
kitalalhatunk hasonld érveléssel beldthatd (j azonossagokat.
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Egy () érvelés

Hény részhalmaza van egy n elemii halmaznak? J

o A kérdést mar megvilaszoltuk, tudjuk a valaszt. Ennek ellenére
kezdjuk el mas vonalon gondolkozni.

Definicid

Legyen r, egy n-elemi halmaz részhalmazainak szama.

e Listdazdssal konnyen lathatd, hogy

n=1 n=2 n=4 r=38, n=16.

o A, séma” j6l lathatd. Ahogy eggyel megnoveljiik az alaphalmaz
méretét a részhalmazok szama megdupldzdédik.
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Egy () érvelés

Minden n € N esetén

1 = 2rp.

e A bizonyitas egyszerii:
P(ln+1))={RcC[n+1]:n+1¢ R}{RC[n+1]:n+1€ R}.

Az unié mindkét tagja parbadllithaté P([n]) elemeivel.

o A fenti tétel eredménye és az ryp = 1 informacié egyértelmiien
leirja a sorozatot.

Minden n € N esetén

rn, =2".
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Miért mukodik a matematika?

e A matematika ellentmonddsmentességét nem emlitjik, de jé
tudni, hogy az aldbbi nyilvanvalé alapelv ennek egy kovetkezménye.

HA egy kérdést két médon is, logikailag helyesen vélaszolunk meg,

AKKOR a két valasz megegyezik.
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Egy példakérdés

Példakérdés

Adott egy szamtabldzat. Mennyi a benne szereplé szamok
Osszege? (Az Gsszeadds kommutativitasa, asszociativitdsa miatt a
kérdésnek van értelme.)

e A vidlaszra egy lehet0ség, hogy mindegyik sorban osszeadjuk az
ott szereplé szdmokat, majd ezeket a
részeredményeket /sorosszegeket Gsszegezziik.

e Egy masik megoldas, hogy mindegyik oszlopban osszeadjuk az
ott szereplé szamokat, majd ezeket a
részeredményeket /oszlopdsszegeket Gsszegezziik.

e Nyilvdn mindkét eredmény az Osszes szam 0Osszegét adja ki. Azaz
egy tabldzatban a sorosszegek 0sszege megegyezik az
oszloposszegek Osszegével.
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A példakérdés formdlisan

e Ha egy n x k méretii tabldzatban (n darab sor és k darab oszlop)
az i-edik sorban és j-edik oszlopban szerepl6 szam a; j, akkor

Zzal,_/ = Z aij = Zn:zk:a"ﬁf"

j=1i=1 i=1,j=1 i=1 j=1

e Egyszeriien azt mondjuk, hogy egy kettOs osszegben a két
szumma sorrendje felcserélheto.

e Az artatlannak tlin6 megallapitds meglepden mély allitasokat
igazol.

e Egy speciilis esete a fentieknek, amikor egy Osszeszamlalasi
feladatot kétféleképpen oldunk meg. A két eredménynek
ugyanannak kell lennie. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy
kett8s Osszeszamlalast végziink.
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Példafeladat

Vegyiik az 1,2,..., n szdmok Gsszes/n! darab sorbadllitdsat.
Mindegyik esetén szamoljuk meg, hany olyan i elem van, amely az
i-edik helyen all (azaz 7 (i) = i, az ilyen elemeket a 7 sorbaillitas
fixpontjainak nevezziik). Azaz minden sorbaillitdshoz vegyiik
fixpontjainak szamat. Igazoljuk, hogy az atlagos fixpont-szam
éppen 1.

Példa

Az 1,2, 3 szamoknak 3! = 6 sorballitasa van: 123, 132, 213, 231,
312, 321. A fixpontok szdma rendre: 3, 1, 1, 0, 0, 1. Az atlag
valéban éppen (3+1+1+1)/6 =1.
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Példafeladat: Megoldas

e A bizonyitdshoz készitsiink egy tdbldzatot. Minden sora egy-egy
sorbadllitdsnak felel meg. Oszlopai a sorbaillitott elemekkel, az
1,2,...,n szdmokkal azonositottak. Az 7 sorbadllitasnak
megfeleld sor és az i elem oszlopdnak taldlkozdsaban legyen 1, ha
(i) = i, azaz i fixpont. Kiildnben &lljon 0.

e Mennyi a tabldazatban szerepld szamok Osszege? Mdsképpen:
Hany olyan (7, i) par van, amelyre 7(i) = i?

e Minden sorban a megfelelé sorbadllitas fixpontjainak szamat adja
az osszegzés. A sorosszegek Osszege éppen az osszes fixpontszdm,
az atlagos fixpontszadm nl-szorosa.
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Példafeladat: Megoldas (folytatds)

o Az elsé oszlop elemeit 0sszegezve azokat a 7 sorbadllitdsokat
szdmoljuk meg, amelyekben 7(1) = 1.

e Azaz 1 az elsé helyen all, a tobbi elemre nincs feltétel. Azaz az
6sszeg (n — 1)1, hiszen a tobbi/n — 1 darab elemet ennyiféleképpen
alithatjuk sorba.

e Ugyanez az Osszeg lesz az 0szes tobbi oszlopban is. I/gy az
oszlopdsszegek Gsszege n- (n — 1)! = nl.

o A két eredmény Osszevetésébdl adddik az allitds.
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Kozepek

e Adott n valds szdm v : vi, va,...,v,. Ezekbdl (egy nagy adatsokasdg) sok
paramétert kiszamolhatunk. Egyik az eléfordulé legkisebb érték: min(v), a
masik az el6forduld legnagyobb érték max(v).

e Tovabbi fontos paraméterek a , kozepek”. A szdmtani kozép

Vi+Vvo+...+ Vv,
. .

A(v) =

A tovabbiakban feltessziik, hogy szdmaink pozitivak. A mértani kozép
G(v)=+v/vi-vo-... vy,

a harmonikus kozép

n
71+72+"'+7n

négyzetes kozép V224 42

o(v)—\/1 R
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Az alaptétel

Alaptétel

Pozitiv v; szamok esetén

min(v) < H(v) < G(v) < A(v) < Q(v) < max(v).

e Ennek bizonyitdsa nem a témakoriinkhoz tartozik.
e Egy specialis részét kiemelem:

min(v) < A(v) < max(v).

e Ez a fenti egyenlGtlenség-sorozat egy trividlis toredéke. lgazoldsa
példaul indirekten torténhet.

e Tegyiik fel, hogy A(v) < max(v) nem teljesiil, azaz mindegyik v;
kisebb mint A(v). Az igy kapott n egyenl6tlenség Osszege
ellentmondas (azonos irdnyban allé szigort egyenl6tlenségek
Osszegezhetdk).
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A skatulyaelv: Elokésziletek

e A kombinatorikdban a kovetkezé specidlis eset nagyon fontos
lesz.

e Adott t targyunk és s skatulyank. A t targyat osszuk szét a
skatulyak kozott.

e Az j-edik skatulydba keriilt targyak szdma legyen v;. (Tehdt v;
egy 0 és t kozotti egész szdm. Ha v; = 0, akkor egy térgyat se
raktunk az i-edik skatulydba. Ha v; = t, akkor mindegyik targyat
az i-edik skatulyaba raktuk.)

vi+w+ ...+ v t

A(v) = S = 3

az atlagos skatulya-terheltség.
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A Skatulyaelv

e A fenti nyilvanvalé elvet a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg.

HA t targyat s skatulydba osztunk szét,
AKKOR lesz olyan skatulya, amelybe legaldbb 5 targy esik,

és lesz olyan skatulya is, amelybe legfeljebb é targy esik.

e A skatulya-elv fenti nagyon altaldnos megfogalmazasat gyakran
specialis esetekben alkalmazzuk.
e Erdemes néhany specidlis esetet kiilon megfogalmazni.
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Skatulyaelv: Specidlis esetek

Tétel

Ha n+ 1 targyat n skatulydba osztuk szét, akkor lesz olyan
skatulya amely legaldbb kettd térgyat is tartalmaz.

Tétel

Ha ¢n+ 1 targyat n skatulydba osztuk szét, akkor lesz olyan
skatulya amelybe legaldbb ¢ + 1 targyat is tartalmaz.

| A\

Tétel

Ha n — 1 targyat n skatulydba osztuk szét, akkor lesz olyan
skatulya amely lires marad.

\

Az allitasaink megint , trividlisak”. Mégis tigyes alkalmazassal
mély /nehéz eredményeket lehet elérni.
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Dirichlet egy tétele

Dirichlet-tétel

Legyen « irraciondlis szam. Bizonyitsuk be, hogy létezik végtelen
sok p, q egész szam, amelyekre

1
p?

IA

1 q
lpa —q| < =, azaz |a — =
p
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Dirichlet-tétel: Bizonyitas

o Legyen N egy tetszbleges pozitiv egész.

o Vegyiik az {0-a},{1-a},{2-a},....{(N=1)-a},{N-a}
tortrészeket és dbrazoljuk ezeket a [0, 1] intervallumban.

e Ekkor N kiilonbozd(!) szamot kapunk a (0,1) =]0, 1]
intervallumban (miért?).

e Ezek balrdl jobbra tekintve (ez nem sziikségszerlien ugyanaz a
sorrend mint ahogy kezdetben felsoroltuk Sket) az
intervallumunkat N + 1 részszakaszra osztjdk.

1
N+1-

egymasutani pont/szam amely legfeljebb ﬁ kozel van
egymashoz.

e Az atlagos hossza a szakaszoknak fgy lesz olyan két

o Azaz 1
ol — Lol < -
0<{k1 Oz} {kg Oz}_N+1,
(esetleg 0 < 1 —{ko-a} <1/(N+1)).

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021



Kombinatorikus alapelvek Részhalmazok szama Kombinatorikus mddszer Kettés 0sszeszamolds Atlagolés, skatulya-elv

Dirichlet-tétel: Bizonyitas (folytatas)

° fgy alkalmas /¢1, ¢> egészekre

1
o — — N < —
0< (kl o 51) (k2 « 62) SN 1
azaz 1
ki — ko) - — — < —.
0<(1 2)04 (g]- 62)—/\/_‘_1

e Legyen p = ki — ko és g = £1 — £5. Ekkor nyilvan p £ 0 és
lp| < N.

e Specidlisan
1

O<p-a—g< ——< .
Pram9= N1

e Azaz taldltunk egy j6 (p, q) part (mdsikat mint a trividlis (0, 0)).

Hajnal Péter Kombinatorikai alapok, SzTE, 2021



Kombinatorikus alapelvek Részhalmazok szama Kombinatorikus mddszer Kettés 0sszeszamolds Atlagolés, skatulya-elv

Dirichlet-tétel: Bizonyitas (folytatas)

e A feladat azonban végtelen sokat kér. Ne felejtsiik el, hogy a
méd ahogy eljutottunk a megfeleld (p, q) parhoz egy tetszéleges N
pozitiv egész valasztdsan alapult.

e Ha mdr taldltunk valahany jé (p, q) part, akkor vegyiik

é(p,q) = |pa — q
szamok minimumat.

e Vidlasszunk olyan N-et, hogy ennél a minimumnal kisebb legyen
1

N+1-

e A fenti eljardst ezzel a N-nel megismételve biztos tjabb (eddig

meg nem taldlt) (p, q) part taldlunk. (Miért?)

e Ez igazolja az allitast.
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Geometriai skaulyaelv

e A saktulya-elv egy megfogalmazasa: Ha n skatulyaba ugy
akarunk elhelyezni targyakat, hogy egy skatulydba ne essen egynél
tobb. Ekkor legfeljebb n targy helyezhetd el.

e Geometriai kornyezetben is kimondhatunk egy hasonlé allitast:
Egy legfeljebb n teriiletli alakzatba 1 teriiletii alakzatokat
helyeziink dtfedés nélkiil. Ekkor legfeljebb n ,,szdmara van hely”.

e Ezekutdn természetes kimondani a kovetkez6 tételt:

Egy adott A teriiletii alakzatba A1, Ao, ..., Ay terlletl alakzatokat
pakolunk. Ha A1 + A> + ...+ Ak > £ - A, akkor barhogy végezziik
is a pakolast, lesz olyan pont alakzatunkban, amelyet legaldbb

£ + 1 bepakolt alakzat lefed.
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Geometriai skaulyaelv: Megjegyzések

o A fentiekben szerepld , terlilet” nem egy egyszeri(i fogalom.
Tisztazasa csak nagyon specidlis esetekben torténik meg a
kozépiskoldban. Legtobb specidlis esetben alakzataink , szépek™ .
Példaul korok, haromszogek, téglalapok.

e Ekkor a fenti tétel/elv kozépiskolds szemmel is jél érthetd és
nyilvdnvalé.

e Geometriai eredmények nyerhetok kombinatorikus gondolatokkal.
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