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A fa fogalma

Definicié

Egy F graf fa/fagraf, ha Osszefliggd és barmely élét elhagyva
Osszefliggbsége megsziinik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A fa fogalma

Definicié

Egy F graf fa/fagraf, ha Osszefliggd és barmely élét elhagyva
Osszefliggbsége megsziinik.

Ennek olvasata lehet: a fak minimalis Gsszefiiggd grafok (a
csuicshalmazukat rogzitve, az élhalmazukként tekintve a lehet6
legkisebbek).

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Példak

e

G egy FA. A hallgaté ellenérizze Osszefiiggéségét és azt, hogy
él-minimalis erre a tulajdonsagra.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Példak

e

G egy FA. A hallgaté ellenérizze Osszefiiggéségét és azt, hogy
él-minimalis erre a tulajdonsagra.

H nem osszefliggo. fgy NEM fa.
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Példak

e

G egy FA. A hallgaté ellenérizze Osszefiiggéségét és azt, hogy
él-minimalis erre a tulajdonsagra.

H nem osszefliggo. fgy NEM fa.

| osszefliggd, négy hosszl korének barmelyik élet elhagyva
Osszefliggd marad. Igy NEM fa.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Példak

e

G egy FA. A hallgaté ellenérizze Osszefiiggéségét és azt, hogy
él-minimalis erre a tulajdonsagra.

H nem osszefliggo. fgy NEM fa.

| osszefliggd, négy hosszl korének barmelyik élet elhagyva
Osszefliggd marad. Igy NEM fa.

J nem Ssszefiiggd. igy NEM fa.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



fHac




Egy észrevétel

Legyen G egy graf és e = xy egy éle. Két lehetéség van:
(a) e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem.

(b) e egy grafbeli C kor egy éle.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Egy észrevétel

Legyen G egy graf és e = xy egy éle. Két lehetéség van:
(a) e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem.

(b) e egy grafbeli C kor egy éle.

A két lehetOség kozotti kiilonbséget kiilonosen kiemeli a G — e graf
vizsgélata.
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Egy észrevétel

Legyen G egy graf és e = xy egy éle. Két lehetéség van:
(a) e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem.
(b) e egy grafbeli C kor egy éle.

A két lehetOség kozotti kiilonbséget kiilonosen kiemeli a G — e graf
vizsgélata.

Eszrevétel

Legyen G egy graf és e = xy egy éle.

(a) Ha e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem, akkor G — e
elérhetOségi relacidéja mas mint G-é.

(b) e egy grafbeli C kor egy éle, akkor G — e elérhetdségi relacidja
ugyanaz mint G-é..

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bdl y elérhetd.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bol y elérhet6. Ezt az
x, e,y séta (x-bdl indulva az e keresztiil (egy lépéssel) y-ba
sétaltunk) mutatja.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bol y elérhet6. Ezt az
x, e,y séta (x-bdl indulva az e keresztiil (egy lépéssel) y-ba
sétaltunk) mutatja.

Az (a) eset azt mondja mas Ut nem is lehetséges.
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(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bol y elérhet6. Ezt az
x, e,y séta (x-bdl indulva az e keresztiil (egy lépéssel) y-ba
sétaltunk) mutatja.

Az (a) eset azt mondja mas Ut nem is lehetséges.

Ha nem e-n indulunk el és egy P uttal y-ba jutnank, akkor ez az
at e-vel folytatva visszatérne x-be (ezzel Gt mivolta megsziinne) és
egy kort kapnank az e élen keresztiil, ami (a) alapjan nem lehet.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bol y elérhet6. Ezt az
x, e,y séta (x-bdl indulva az e keresztiil (egy lépéssel) y-ba
sétaltunk) mutatja.

Az (a) eset azt mondja mas Ut nem is lehetséges.

Ha nem e-n indulunk el és egy P uttal y-ba jutnank, akkor ez az
at e-vel folytatva visszatérne x-be (ezzel Gt mivolta megsziinne) és
egy kort kapnank az e élen keresztiil, ami (a) alapjan nem lehet.

Tehdt a G — e grafban (a G grafbdl elhagyjuk az e élt) nem marad
x-bél y-ba vezetd ut. Azaz x-bdl y elérhetésége megsziinik.
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(a) eset: e-t nem tartalmazza egyetlen kor sem

Az e = xy él biztositja, hogy a G grafban x-bol y elérhet6. Ezt az
x, e,y séta (x-bdl indulva az e keresztiil (egy lépéssel) y-ba
sétaltunk) mutatja.

Az (a) eset azt mondja mas Ut nem is lehetséges.

Ha nem e-n indulunk el és egy P uttal y-ba jutnank, akkor ez az
at e-vel folytatva visszatérne x-be (ezzel Gt mivolta megsziinne) és
egy kort kapnank az e élen keresztiil, ami (a) alapjan nem lehet.

Tehdt a G — e grafban (a G grafbdl elhagyjuk az e élt) nem marad
x-bél y-ba vezetd ut. Azaz x-bdl y elérhetésége megsziinik.

Tehat G-ben és G — e-ben (két graf ugyanazon a csticshalmazon)
az elérhetGség reldciéd mas. Természetesen a G — e-beli elérhetdség
egyben G-beli elérhetéséget is jelent. Forditva azonban nem igaz.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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(b) eset: e egy grafbeli C kor egy éle

Belatjuk, hogy ekkor G-ben és G — e-ben ugyanaz az elérhetOség
relacid.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(b) eset: e egy grafbeli C kor egy éle

Belatjuk, hogy ekkor G-ben és G — e-ben ugyanaz az elérhet6ség
relacid.

Nyilvan, ha két csiics G — e-ben elérhetd, akkor G-ben is.

Masképpen: Ha két csiics G-ben nem elérhetd, akkor G — e-ben
sem.
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(b) eset: e egy grafbeli C kor egy éle

Belatjuk, hogy ekkor G-ben és G — e-ben ugyanaz az elérhet6ség
relacid.

Nyilvan, ha két csiics G — e-ben elérhetd, akkor G-ben is.
Masképpen: Ha két csiics G-ben nem elérhetd, akkor G — e-ben
sem.

Allitasunk érdemi része: Ha két csiics G-ben elérhetd, akkor
G — e-ben is. Azaz az e él elhagydsa nem sziintetheti meg a G-beli
lehetdséget.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(b) eset: e egy grafbeli C kor egy éle

Belatjuk, hogy ekkor G-ben és G — e-ben ugyanaz az elérhet6ség
relacid.

Nyilvan, ha két csiics G — e-ben elérhetd, akkor G-ben is.
Masképpen: Ha két csiics G-ben nem elérhetd, akkor G — e-ben
sem.

Allitasunk érdemi része: Ha két csiics G-ben elérhetd, akkor
G — e-ben is. Azaz az e él elhagydsa nem sziintetheti meg a G-beli
lehetdséget.

Legyen P egy ut, ami x és y csticsok elérhetségét G-ben igazolja.
Ugyanez az (it igazolja az elérhetGséget G — e-ben is, ha utunk
nem halad 4t e-n. Tegyiik fel, hogy P athalad e-n. Ekkor P nem
egy Ut G — e-ben.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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(b) eset (folytatds)

Egy alternativ elérhetéséget kell felmutatnunk. A (b) lehetéség
altal garantdlt kor ad erre lehetéséget.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



(b) eset (folytatds)

Egy alternativ elérhetéséget kell felmutatnunk. A (b) lehetéség
altal garantdlt kor ad erre lehetéséget.

A kor athalad e-n, igy tartalmazza az x és y cstcsokat. Ez a két
csucs két ivre, grafelméleti dtra bontja a kort.
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(b) eset (folytatds)

Egy alternativ elérhetéséget kell felmutatnunk. A (b) lehetéség
altal garantdlt kor ad erre lehetéséget.

A kor athalad e-n, igy tartalmazza az x és y cslicsokat. Ez a két
csucs két ivre, grafelméleti dtra bontja a kort.

Az egyik iv/dt egy hosszd, csak az e élt tartalmazza. A maésik
iv/dat nem halad at e-n. Igy ez az it G — e-ben is , ott van”.
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(b) eset (folytatds)

Egy alternativ elérhetéséget kell felmutatnunk. A (b) lehetéség
altal garantdlt kor ad erre lehetéséget.

A kor athalad e-n, igy tartalmazza az x és y cslicsokat. Ez a két
csucs két ivre, grafelméleti dtra bontja a kort.

Az egyik iv/dt egy hosszd, csak az e élt tartalmazza. A maésik
iv/dat nem halad at e-n. Igy ez az it G — e-ben is , ott van”.

Az eredeti P utunknak egyetlen Iépése , hibazik” G — e-ben. Ezt a
|épést helyettesithetjiik a koriinkbdl szadrmazé masik ivvel. Igy
kapunk egy sétdt (nem sziikségszeriien utat) x-bdl y-ba, ami

igazolja az elérhetséget.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



fHac




A fak mint osszefliggd kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, azaz Osszefliggd és erre a tulajdonsagra nézve minimdlis,

(ii) F Osszefiiggd és kormentes.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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(i)=(ii) A bizonyitandé Gsszefiggbség a feltételek kézétt is ot
van.
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Bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitand6 Osszefiiggdéség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy minimdlis osszefiiggd grafban nem
lehet kor.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitand6 Osszefiiggdéség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy minimdlis osszefiiggd grafban nem
lehet kor.

Kor |étezése esetén a kordbbiak miatt a kor bamely éle
ellentmondana fa mivoltanak.
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Bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitand6 Osszefiiggdéség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy minimdlis osszefiiggd grafban nem
lehet kor.

Kor |étezése esetén a kordbbiak miatt a kor bamely éle
ellentmondana fa mivoltanak.

(ii))<=(i) A bizonyitandé Osszefiiggbség a feltételek kozott is ott
van.
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Bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitand6 Osszefiiggdéség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy minimdlis osszefiiggd grafban nem
lehet kor.

Kor |étezése esetén a kordbbiak miatt a kor bamely éle
ellentmondana fa mivoltanak.

(ii))<=(i) A bizonyitandé Osszefiiggbség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy barmely élét elhagyva megsziinik
osszefuggbsége.
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Bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitand6 Osszefiiggdéség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy minimdlis osszefiiggd grafban nem
lehet kor.

Kor |étezése esetén a kordbbiak miatt a kor bamely éle
ellentmondana fa mivoltanak.

(ii))<=(i) A bizonyitandé Osszefiiggbség a feltételek kozott is ott
van.

Csak azt kell latnunk, hogy barmely élét elhagyva megsziinik
osszefuggbsége.

Ismét az el6z6 észrevételre kell hivatkoznunk.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:
(i) F fa,

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,
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A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,

(i) F kormentes, de barmely két meglévd csicsat dj éllel
osszekotve kor keletkezik.
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A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,

(i) F kormentes, de barmely két meglévd csicsat dj éllel
osszekotve kor keletkezik.

(ii)-beli két csics Osszekotésérdl jegyezzik meg:
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A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,

(i) F kormentes, de barmely két meglévd csicsat dj éllel
osszekotve kor keletkezik.

(ii)-beli két csics Osszekotésérdl jegyezzik meg:

Ha a két osszekotott cslcs egybeesik, akkor egy hurokélet adunk
grafunkhoz. A kor megjelenése nyilvanvalé.
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A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,
(i) F kormentes, de barmely két meglévd csicsat dj éllel
osszekotve kor keletkezik.

(ii)-beli két csics Osszekotésérdl jegyezzik meg:

Ha a két osszekotott cslcs egybeesik, akkor egy hurokélet adunk
grafunkhoz. A kor megjelenése nyilvanvalé.

Ha a két 6sszekotott cslics az eredeti grafban szomszédos, akkor
egy meglévd él mellé hizunk be egy parhuzamos part. Ismét
nyilvanvalé a megjelené kor.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A fak mint maximalis kormentes grafok

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, kormentes és Osszefiiggd,
(i) F kormentes, de barmely két meglévd csicsat dj éllel
osszekotve kor keletkezik.

(ii)-beli két csics Osszekotésérdl jegyezzik meg:

Ha a két osszekotott cslcs egybeesik, akkor egy hurokélet adunk
grafunkhoz. A kor megjelenése nyilvanvalé.

Ha a két 6sszekotott cslics az eredeti grafban szomszédos, akkor
egy meglévd él mellé hizunk be egy parhuzamos part. Ismét
nyilvanvalé a megjelené kor.

Az (ii)-ben leirt tulajdonsag , akkor érdekes”, ha két nem
szomszédos csticsot kotiink 0ssze az Uj éllel.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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(i)=(ii) A bizonyitand6 kdrmentesség a feltételek kdzott is ott van.
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A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.

Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behtzva kor keletkezik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell 1atnunk, hogy tetszéleges élt behtizva kor keletkezik.

Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behiizva kor keletkezik.
Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

F Osszefliggd, azaz van benne xy ut. Ezt az e éllel folytatva egy
kort kapunk. Az allitast igazoltuk.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behiizva kor keletkezik.
Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

F Osszefliggd, azaz van benne xy ut. Ezt az e éllel folytatva egy
kort kapunk. Az allitast igazoltuk.

(i)<=(ii) A bizonyitandé kdrmentesség a feltételek kozdtt is ott van.
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A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behiizva kor keletkezik.
Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

F Osszefliggd, azaz van benne xy ut. Ezt az e éllel folytatva egy
kort kapunk. Az allitast igazoltuk.

(i)<=(ii) A bizonyitandé kdrmentesség a feltételek kozdtt is ott van.

Csak azt kell latnunk, hogy grafunk osszefliggd, azaz tetszdleges x
és y csucsok kozott létezni kell Gtnak.
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A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behiizva kor keletkezik.
Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

F Osszefliggd, azaz van benne xy ut. Ezt az e éllel folytatva egy
kort kapunk. Az allitast igazoltuk.

(i)<=(ii) A bizonyitandé kdrmentesség a feltételek kozdtt is ott van.

Csak azt kell latnunk, hogy grafunk osszefliggd, azaz tetszdleges x
és y csucsok kozott létezni kell Gtnak.

Ehhez adjunk hozzad grafunkhoz egy uj xy élt. Legyen C a
keletkezett kor.
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A bizonyitas

(i)=(ii) A bizonyitandd kérmentesség a feltételek kozott is ott van.
Csak azt kell latnunk, hogy tetszdleges élt behiizva kor keletkezik.
Legyen x és y a két cstics, amit az Uj e éllel osszekotiink.

F Osszefliggd, azaz van benne xy ut. Ezt az e éllel folytatva egy
kort kapunk. Az allitast igazoltuk.

(i)<=(ii) A bizonyitandé kdrmentesség a feltételek kozdtt is ott van.

Csak azt kell latnunk, hogy grafunk osszefliggd, azaz tetszdleges x
és y csucsok kozott létezni kell Gtnak.

Ehhez adjunk hozzad grafunkhoz egy uj xy élt. Legyen C a
keletkezett kor.

Ebben az dj élen kiviili élek egy F-beli xy utat adnak.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

Egy kor barmely két pontja kozott kétféle médon is , mutatja”,
hogy elérhetéek egymasbdl.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

Egy kor barmely két pontja kozott kétféle médon is , mutatja”,
hogy elérhetéek egymasbdl. A kor két ive, két kiilonbozo utat ad
tetszolegesen valasztott két pontja kozott.
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Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

Egy kor barmely két pontja kozott kétféle médon is , mutatja”,
hogy elérhetéek egymasbdl. A kor két ive, két kiilonbozo utat ad
tetszolegesen valasztott két pontja kozott.

A kovetkezok ekvivalensek:
(i) F fa,
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Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

Egy kor barmely két pontja kozott kétféle médon is , mutatja”,
hogy elérhetéek egymasbdl. A kor két ive, két kiilonbozo utat ad
tetszolegesen valasztott két pontja kozott.

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, osszefiiggd, kormentes graf,
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Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

Egy kor barmely két pontja kozott kétféle médon is , mutatja”,
hogy elérhetéek egymasbdl. A kor két ive, két kiilonbozo utat ad
tetszolegesen valasztott két pontja kozott.

A kovetkezok ekvivalensek:

(i) F fa, osszefiiggd, kormentes graf,

(i) F barmely két csticsa kdzott pontosan egy Ut létezik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

(i)=(ii) Az Osszefiiggbség garantélja, hogy barmely két csics
kozott vezet ut. Azt kell kizdrnunk, hogy létezhessen két (it is.
Indirekten bizonyitunk.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

(i)=(ii) Az Osszefiiggbség garantélja, hogy barmely két csics
kozott vezet ut. Azt kell kizdrnunk, hogy létezhessen két (it is.
Indirekten bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy van
ellenpélda: x és y cstcsok, koztiik Py és Py két kilonbozo ut.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

(i)=(ii) Az Osszefiiggbség garantélja, hogy barmely két csics
kozott vezet ut. Azt kell kizdrnunk, hogy létezhessen két (it is.
Indirekten bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy van
ellenpélda: x és y cstcsok, koztiik Py és Py két kilonbozo ut.

P1 és P, nem sziikségszeriien alkot kort x-en és y-on keresztil. A
vaddszott ellentmondds azonban valéban F kormentességével lesz.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak mint grafok, amelyekben az uttal valé osszekotés
egyértelmi

(i)=(ii) Az Osszefiiggbség garantélja, hogy barmely két csics
kozott vezet ut. Azt kell kizdrnunk, hogy létezhessen két (it is.
Indirekten bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy van
ellenpélda: x és y cstcsok, koztiik Py és Py két kilonbozo ut.

P1 és P, nem sziikségszeriien alkot kort x-en és y-on keresztil. A
vaddszott ellentmondds azonban valéban F kormentességével lesz.

Trikkos médon taldljuk meg az ellentmondast adé kort: Tegyuk
fel, hogy ellenpéldankat ugy valasztottuk meg, hogy P; hossza és
P> hossza a leheto legkisebb legyen. Ekkor Py és P valdban egy
kort alkot (ahogy kordbban kizartuk). Ha a két dt belsé pontok
mentén Osszefutna/, dsszegubancoldédna” (ahogy kordbban

» megfélemlitésként” elbrevetitettiik), akkor ellenpéldank az
osszefutds csticsat felhasznalva révidithetd lenne (hogyan?).

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Bizonyitds (folytatds)

(i)=(i) F Osszefliggbsége nyilvanvalé. Belatjuk, hogy egyik élén
sem halad at kor (igy nem lehet benne kor). Valéban egy e = xy
élen athaladé kor két xy at létezését adna.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Aghajtés

Definicié

Legyen G egy tetszdleges graf. Azt mondjuk, hogy G-bél G’
dghajtas operdcidval keletkezett, ha V(G') = V(G)U{u},

E(G') = E(G)U{e}. A G-beli élek két végpontja ugyanaz G’-ben
is, mig e egyik végpontja u, masik V/(G)-beli ,régi" cstics.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Aghajtés

Definicié

Legyen G egy tetszdleges graf. Azt mondjuk, hogy G-bél G’
dghajtas operdcidval keletkezett, ha V(G') = V(G)U{u},

E(G') = E(G)U{e}. A G-beli élek két végpontja ugyanaz G’-ben
is, mig e egyik végpontja u, masik V/(G)-beli ,régi" cstics.

Tehat egyetlen (j cstcs keril be a G grafba, amely fokszama 1.
Ezt a fokot az egyetlen j él adja, ami u-t egy V/(G)-beli csiiccsal
koti Ossze.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Aghajtas és a fak

Tegyiik fel, hogy G’-t dghajtassal kaptuk meg G-bél. Ekkor

(i) G akkor és csak akkor Gsszefiiggd, ha G’ az.

(i) G akkor és csak akkor kérmentes, ha G’ az.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Ha G Osszefiiggd, akkor G’ régi csicsai kozott is barhonnan
barhova eljuthatunk.

«O>» «Fr «=)>r < > Q>



Bizonyitas (i)

Ha G Osszefiiggd, akkor G’ régi csiicsai kozott is barhonnan
barhova eljuthatunk.

Az (j cslicsbdl is eljuthatunk barhova gy, hogy az dj élen atlépve
G-be keriiliink, ahol tetszdleges célcsticsba eljuthatunk.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Bizonyitas (i)

Ha G Osszefiiggd, akkor G’ régi csiicsai kozott is barhonnan
barhova eljuthatunk.

Az (j cslicsbdl is eljuthatunk barhova gy, hogy az dj élen atlépve
G-be keriiliink, ahol tetszdleges célcsticsba eljuthatunk.

Ha G’ dsszefiiggd, akko G barmely két csiics kozott van t. Ez az
0t a kozblilsé csticsok fokardl mutatja, hogy legalabb 2. Igy az j
cstcs nem lehet rajta egy dton.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Bizonyitas (i)

Ha G Osszefiiggd, akkor G’ régi csiicsai kozott is barhonnan
barhova eljuthatunk.

Az (j cslicsbdl is eljuthatunk barhova gy, hogy az dj élen atlépve
G-be keriiliink, ahol tetszdleges célcsticsba eljuthatunk.

Ha G’ dsszefiiggd, akko G barmely két csiics kozott van t. Ez az
0t a kozblilsé csticsok fokardl mutatja, hogy legalabb 2. Igy az j
cstcs nem lehet rajta egy dton.

A G'-beli 6sszekotd utak G-ben is ott vannak a régi csiicsok
kozott.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Ha G’ kormentes, akkor része G is az.

«O> «Fr « = 4 P NEa
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Ha G’ kormentes, akkor része G is az.

Ha G kormentes, akkor G’-ben sem lehet kor.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Bizonyitas (ii)

Ha G’ kormentes, akkor része G is az.

Ha G kormentes, akkor G’-ben sem lehet kor. Valéban: Hiszen
egy csticson athaladé kor annak fokardl mutatja, hogy legaldbb 2.
Specidlisan az 4j u csticson nem halad 4t kor.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Bizonyitas (ii)

Ha G’ kormentes, akkor része G is az.

Ha G kormentes, akkor G’-ben sem lehet kor. Valéban: Hiszen
egy csticson athaladé kor annak fokardl mutatja, hogy legaldbb 2.
Specidlisan az 4j u csticson nem halad 4t kor.

Csak régi csticsokon dthaladé kor G-beli kor lenne.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Aghajtésokkal felépithetd grafok

Specidlisan kapjuk, hogy fabdl dghajtassal kapott graf is fa. fgy

aghajtdsok ismételgetésével kapott graf is fa lesz. Egyetlen fabdl
példak sorat tudjuk elkésziteni. Legyen Ty az egy csticsbdl és 0

élbdl all6 fa. Ez fa (az egyetlen egy pontd fa).

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Aghajtésokkal felépithetd grafok

Specidlisan kapjuk, hogy fabdl dghajtassal kapott graf is fa. fgy

aghajtdsok ismételgetésével kapott graf is fa lesz. Egyetlen fabdl
példak sorat tudjuk elkésziteni. Legyen Ty az egy csticsbdl és 0

élbdl all6 fa. Ez fa (az egyetlen egy pontd fa).

Definicié

G dghajtasokkal felépithetd, ha To-bdl megkaphaté dghajtasok
ismétlésével.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Aghajtésokkal felépithetd grafok

Specidlisan kapjuk, hogy fabdl dghajtassal kapott graf is fa. fgy

aghajtdsok ismételgetésével kapott graf is fa lesz. Egyetlen fabdl
példak sorat tudjuk elkésziteni. Legyen Ty az egy csticsbdl és 0

élbdl all6 fa. Ez fa (az egyetlen egy pontd fa).

Definicié

G dghajtasokkal felépithetd, ha To-bdl megkaphaté dghajtasok
ismétlésével.

OSszefoglalva eddigi ismereteinket:

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Aghajtésokkal felépithetd grafok

Specidlisan kapjuk, hogy fabdl dghajtassal kapott graf is fa. fgy

aghajtdsok ismételgetésével kapott graf is fa lesz. Egyetlen fabdl
példak sorat tudjuk elkésziteni. Legyen Ty az egy csticsbdl és 0

élbdl all6 fa. Ez fa (az egyetlen egy pontd fa).

Definicié

G dghajtasokkal felépithetd, ha To-bdl megkaphaté dghajtasok
ismétlésével.

OSszefoglalva eddigi ismereteinket:

Ha G 4ghajtasokkal felépithetd, akkor fa.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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A lemma ismételgetésével rengeteg példat kapunk fikra. Az alabbi
abra csak fakat tartalmaz:
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Példa

A lemma ismételgetésével rengeteg példat kapunk fakra. Az aldbbi
abra csak fakat tartalmaz:

S

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak jellemzése aghajtdsokkal

Célunk az, hogy beldssuk, hogy ez egy , univerzilis” mddszer a fak
megkapdsara. Ennek igazoldsdhoz egy lemmara lesz sziikségiink.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak jellemzése aghajtdsokkal

Célunk az, hogy beldssuk, hogy ez egy , univerzilis” mddszer a fak
megkapdsara. Ennek igazoldsdhoz egy lemmara lesz sziikségiink.

Legyen G egy graf, amelyben minden csics foka legaldbb 2. Ekkor
G tartalmaz kort.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak jellemzése aghajtdsokkal

Célunk az, hogy beldssuk, hogy ez egy , univerzilis” mddszer a fak
megkapdsara. Ennek igazoldsdhoz egy lemmara lesz sziikségiink.

Legyen G egy graf, amelyben minden csiics foka legalabb 2. Ekkor
G tartalmaz kort.

Legyen x egy tetszbleges cstics. Kezdjlink el sétalni tgy, hogy sose
[épjlink vissza az utolsénak bejart élen. Ez mindig megtehetd,
hiszen grafunk minden foka legaldbb 2. Sziikségszeriien lesz
ismétlodés a meglatogatott csiicsok kozott. Vegyiink két ismétlodo
csuicsot, amelyek kozott nincs mds cstics-ismétlédés. Sétank ezen
része kor.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legalabb két csiicsa van, akkor az Gsszefiiggdség miatt
minden csiics foka legalabb 1.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legalabb két csiicsa van, akkor az Gsszefiiggdség miatt
minden cslics foka legaldbb 1. Ha nem lenne 1 foku cstics, akkor
minden cslics foka legalabb kettd lenne.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legalabb két csiicsa van, akkor az Gsszefiiggdség miatt
minden cslics foka legaldbb 1. Ha nem lenne 1 foku cstics, akkor
minden cslics foka legalabb kettd lenne. Ez ellentmond annak,
hogy egyrészt grafunk kdrmentes (mert fa), masrészt az el6z6
lemma allitdsa szerint kort kell tartalmaznia.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legalabb két csiicsa van, akkor az Gsszefiiggdség miatt
minden cslics foka legaldbb 1. Ha nem lenne 1 foku cstics, akkor
minden cslics foka legalabb kettd lenne. Ez ellentmond annak,
hogy egyrészt grafunk kdrmentes (mert fa), masrészt az el6z6
lemma allitdsa szerint kort kell tartalmaznia.

A masodik 1 fokd cstics meglatasdhoz tegyiik fel, hogy csak egy
darab 1 foki csticsunk van.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legaldbb két csicsa van, akkor az osszefliggéség miatt
minden cslics foka legaldbb 1. Ha nem lenne 1 foku cstics, akkor
minden cslics foka legalabb kettd lenne. Ez ellentmond annak,
hogy egyrészt grafunk kdrmentes (mert fa), masrészt az el6z6
lemma allitdsa szerint kort kell tartalmaznia.

A masodik 1 fokd cstics meglatasdhoz tegyiik fel, hogy csak egy
darab 1 fokd csdcsunk van. A Lemma bizonyitast ismételjiik meg,
de ebbdl az 1 fokd cstcsbdl inditsuk vissza nem 1€pd sétdnkat.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Elso foku cstcsok fakban

Legyen T egy legalabb két pontd fa. Ekkor van T-ben legaldbb
két olyan cstics, amely foka 1.

Ha T-nek legaldbb két csicsa van, akkor az osszefliggéség miatt
minden cslics foka legaldbb 1. Ha nem lenne 1 foku cstics, akkor
minden cslics foka legalabb kettd lenne. Ez ellentmond annak,
hogy egyrészt grafunk kdrmentes (mert fa), masrészt az el6z6
lemma allitdsa szerint kort kell tartalmaznia.

A masodik 1 fokd cstics meglatasdhoz tegyiik fel, hogy csak egy
darab 1 fokd csdcsunk van. A Lemma bizonyitast ismételjiik meg,
de ebbdl az 1 fokd cstcsbdl inditsuk vissza nem 1épd sétdnkat. Ha
csak a kiindulé csics az 1 fokd, akkor most sincs probléma a
folytatdssal, igy a csticsismétlés sziikségszerl(i, az ellentmonddast
jelentd kor most is megjelenik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Levelek

Definicié
Egy faban egy 1 foku csticsot levélnek neveziink.

Az el6z6 4llitds szerint minden legaldbb két csicsi faban legalabb
két levél van.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Levelek

Definicié
Egy faban egy 1 foku csticsot levélnek neveziink.

Az el6z6 4llitds szerint minden legaldbb két csicsi faban legalabb
két levél van.

Legyen T egy fa és x egy levele. Ekkor T — x is fa. \

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Levelek

Definicié
Egy faban egy 1 foku csticsot levélnek neveziink.

Az el6z6 4llitds szerint minden legaldbb két csicsi faban legalabb
két levél van.

Legyen T egy fa és x egy levele. Ekkor T — x is fa.

Valéban T — x-bél T 4ghajtassal nyerhetd, igy fa mivoltuk
ekvivalens. T-bdl T — x-re vald attérést nevezhetjuk levél
lecsipésnek vagy agtorésnek

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Levelek

Definicié
Egy faban egy 1 foki csticsot levélnek neveziink.

Az el6z6 4llitds szerint minden legaldbb két csicsi faban legalabb
két levél van.

Legyen T egy fa és x egy levele. Ekkor T — x is fa.

Valéban T — x-bél T 4ghajtassal nyerhetd, igy fa mivoltuk
ekvivalens. T-bdl T — x-re vald attérést nevezhetjuk levél
lecsipésnek vagy agtorésnek

Ismételgetve az otletet kapjuk, hogy minden fa levél lecsipésekkel
lebonthatd az egy 1 ponti fava, azaz Typ-a.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Eljarasunk megforditasa adja az aldbbi tétel eddig hianyzé iranyat:
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Fak egy ujabb jellemzése

Eljarasunk megforditasa adja az aldbbi tétel eddig hianyzd iranyat:

Egy T graf akkor és csak akkor fa, ha Ty-bdl felépithetd
aghajtasokkal.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Gyokeres fak

Definicié

Egy gyokeres fa egy T fagraf egy r kitiintetett csiiccsal, amit
gyokérnek neveziink.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak

Definicié

Egy gyokeres fa egy T fagraf egy r kitiintetett csiiccsal, amit
gyokérnek neveziink.

A kiilon elnevezés kissé megleps. A fa fogalmatdl egyetlen kis
eltérés van, egy specialis cstics. Ez azonban jelentds nyelvi
lehetoségeket ad. Gyokeres fak esetén kifejezé képességiink,
abrazoldsi mdédunk sokkal erGsebb lesz.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Legyen (T, r) egy gydkeres fa.
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Gyokeres fak |l

Legyen (T, r) egy gyokeres fa.

Tudjuk, hogy minden csticshoz pontosan egy Gt vezet a gyokérbal.
Legyen G; azon csticsok halmaza, amelyhez a gyokérb6l pontosan i
hossz( Ut vezet. Ezek a pontok halmaza a fank i-edik generacidja.

go = {r}

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak |l

Legyen (T, r) egy gyokeres fa.

Tudjuk, hogy minden csticshoz pontosan egy Gt vezet a gyokérbal.
Legyen G; azon csticsok halmaza, amelyhez a gyokérb6l pontosan i
hossz( Ut vezet. Ezek a pontok halmaza a fank i-edik generacidja.

go = {r}

Minden él altal osszekotott két cstics olyan, hogy generacidjuk
1-ben kulonbozik. Azt mondjuk, hogy az osszekotott csticsok
kozott apa-fia relacié van. Amelyik generacidja 1-gyel kisebb az az
apa, a fia az amelyik generacidja az 1-gyel nagyobb.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Gyokeres fak lerajzolasa

Gyokeres fak lerajzoldsanal a cslicsok vizszintes egyenesekre
kerlilnek. A legfels6 egyenes indexe 0, erre keriil a 0-adik generacié
egyetlen eleme, a gyokér. A tovabbi egyenesek indexe fentdl lefelé
eggyel nd. Az i index(i egyenesre keriilnek az i-edik generdcié
csucsai. Ahogy az i — 1 generacié sorakozott lgy kerlilnek sorban
az egyes | — 1-es generacidbeli csticsok fiai blokkokban az i indexii
egyenesre.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Gyokeres fak: Arpad-haz

Ez a lerajzolas természetes Az Arpéd—ha’z tagjait is igy abrazoljak a
torténészek. Ebben a hazban a fa eredete/gyokere Arpad személye.

AZ ARPAD-HAZ
genealdgiai tablaja

: [

s
H

3 b1
Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



fHac




Gyokeres fak: Mesterséges példa

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Néhany aprésdgra felhivjuk a figyelmet.
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Gyokeres fak: Technikai aprésagok

Néhany aprésdgra felhivjuk a figyelmet.

Definicié

Egy gyokeres faban egy cslics levél, ha nincs fia.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak: Technikai aprésagok

Néhany aprésdgra felhivjuk a figyelmet.

Definicié

Egy gyokeres faban egy cslics levél, ha nincs fia.

Ez és a fabeli levél fogalom nagyon szoros kapcsolatban van, de
mégis kiilonbozé.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak: Technikai aprésagok

Néhany aprésdgra felhivjuk a figyelmet.

Definicié

Egy gyokeres faban egy cstics levél, ha nincs fia.

Ez és a fabeli levél fogalom nagyon szoros kapcsolatban van, de
mégis kiilonbozé.

Legyen Ty az egy ponti 0 élii fa. Ebben nincs levél. Ha azonban
mint ( To, r) gyokeres fanak (r az egyetlen cstics) tekintjiik, akkor
ez a csucs levél lesz. Masrészt legyen T egy fa és £ egy levele.
Ekkor (T, ¢) gydkeres faban ¢ nem lesz levél.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Lattuk, hogy minden fa felépithet6 dghajtdsokkal.
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Gyokeres fak: Aghajta’s

Lattuk, hogy minden fa felépitheté dghajtasokkal. Ennek
bizonyitdsa az volt, hogy levél lecsipésekkel lebontottuk egy
cslicsara.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak: Aghajta’s

Lattuk, hogy minden fa felépitheté dghajtasokkal. Ennek
bizonyitdsa az volt, hogy levél lecsipésekkel lebontottuk egy
cslicsara.

Ezen eljards minden 1épésében egy levelet kellett vdlasztanunk,
majd lecsipniink azt. Azt is tudjuk, hogy a levél valasztasanak
mindig kell, hogy legyen legaldbb két alternativdja.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak: Aghajtés

Lattuk, hogy minden fa felépitheté dghajtasokkal. Ennek
bizonyitdsa az volt, hogy levél lecsipésekkel lebontottuk egy
cslicsara.

Ezen eljards minden 1épésében egy levelet kellett vdlasztanunk,
majd lecsipniink azt. Azt is tudjuk, hogy a levél valasztasanak
mindig kell, hogy legyen legaldbb két alternativdja.

Azaz, ha kinéztiink egy tetszdleges r csticsot minden csipésnél
vélaszthatunk dgy, hogy ne r-et csipjuk le. Azaz r maradjon
utoljdra.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Gyokeres fak: Aghajtés

Lattuk, hogy minden fa felépitheté dghajtasokkal. Ennek
bizonyitdsa az volt, hogy levél lecsipésekkel lebontottuk egy
cslicsara.

Ezen eljards minden 1épésében egy levelet kellett vdlasztanunk,
majd lecsipniink azt. Azt is tudjuk, hogy a levél valasztasanak
mindig kell, hogy legyen legaldbb két alternativdja.

Azaz, ha kinéztiink egy tetszdleges r csticsot minden csipésnél
vélaszthatunk dgy, hogy ne r-et csipjuk le. Azaz r maradjon
utoljdra.

Azaz minden gyodkeres (T, r) fa felépitheté a gyokérbdl
aghajtdsokkal. Azaz a gyokeres fak lgy épithetdk fel, hogy
kiindulunk a gyokérbdl majd sorba bdvitjiik a fat dgy, hogy egy
meglévd cstcs egy Uj fiat ad a fanak. Pont ugy, ahogy az
Arpér—héz is nott.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak: Alaptételek

Egy n pontd fanak n — 1 éle van. l

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek

Egy n pontd fanak n — 1 éle van. \

Fankat épitsiik fel aghajtasok segiségével. Azt kell igazolni, hogy a
felépités soran végig eggyel tobb csicsunk van mint éliink.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek

Egy n pontd fanak n — 1 éle van.

Fankat épitsiik fel aghajtasok segiségével. Azt kell igazolni, hogy a
felépités soran végig eggyel tobb csicsunk van mint éliink.

Az épitkezés elején ez nyilvanvalé: 1 cstics és 0 él van a
grafunkban.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek

Egy n pontd fanak n — 1 éle van.

Fankat épitsiik fel aghajtasok segiségével. Azt kell igazolni, hogy a
felépités soran végig eggyel tobb csicsunk van mint éliink.

Az épitkezés elején ez nyilvanvalé: 1 cstics és 0 él van a
grafunkban.

Minden aghajtas 1-gyel noveli a csticsok és ugyancsak 1-gyel noveli
az élek szamat. Azaz a cslicsok és élek szdma kozotti kilonbség
nem valtozik az épitkezés soran. Ebbdl az allitds adddik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Egy masik taldn , kombinatorikusabb” bizonyitads lehet a kovetkezd.
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Fak: Alaptételek | (folytatds)

Egy mdsik taldn , kombinatorikusabb” bizonyitds lehet a kovetkezd.

Jeloljunk ki egy tetszdleges csticsot r gyokérnek. Ez a
csticshalmaz, élhalmaz szamossidgara nem hat ki. igy elég gyokeres
fakra igazolni a tételt. E az élek halmaza, legyen V* a nem-gyokér
csticsok halmaza (amirél tudjuk, hogy n — 1 elemii). A tételt egy
V* — E bijekciéval igazoljuk. Minden csticshoz rendeljiik hozza az
apjahoz vezets élt. Ez bijekcid lesz: az inverze minden élhez a
gyokértdl tavolabbi végpontjat rendeli.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak: Alaptételek Il

Egy ¢ komponensii kormentes n pontd grafnak n — c éle van. \

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy ¢ komponensii kormentes n pontl grafnak n — c éle van.

Valéban. Vegyiik grafunk komponenseit. Ezek fak lesznek
(Osszefliggdek, hiszen komponensek; kdrmentesek, hiszen eredeti
grafunk kormentes).
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Fak: Alaptételek Il

Egy ¢ komponensii kormentes n pontl grafnak n — c éle van.

Valéban. Vegyiik grafunk komponenseit. Ezek fak lesznek
(Osszefliggdek, hiszen komponensek; kdrmentesek, hiszen eredeti
grafunk kormentes).

A komponensek csticsszamai legyenek ni, no, . ... Elszamat
megkapjuk, ha komponenseibdl az élszamokat osszeadjuk. Ezek az
élszamok az el6z6 tétel szerint ng —1,np — 1,... Ennek

Osszegzéséhez adjuk Ossza az nj-ket (a komponensek
cstcsszamait): az eredmény az Osszes csiics szama, n. Tovébba
adjuk Ossze a —1-eket: az eredmény —c. A teljes 0sszeg n — c.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy ¢ komponensii kormentes n pontl grafnak n — c éle van.

Valéban. Vegyiik grafunk komponenseit. Ezek fak lesznek
(Osszefliggdek, hiszen komponensek; kdrmentesek, hiszen eredeti
grafunk kormentes).

A komponensek csticsszamai legyenek ni, no, . ... Elszamat
megkapjuk, ha komponenseibdl az élszamokat osszeadjuk. Ezek az
élszamok az el6z6 tétel szerint ng —1,np — 1,... Ennek

Osszegzéséhez adjuk Ossza az nj-ket (a komponensek
cstcsszamait): az eredmény az Osszes csiics szama, n. Tovébba
adjuk Ossze a —1-eket: az eredmény —c. A teljes 0sszeg n — c.

Definicié

A kormentes grafokat erd6nek nevezziik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak: Alaptételek Il

Egy 0Osszefliggd G grafnak van olyan részgrafja, ami az Osszes
cslicsot tartalmazza és fa. Egy nem osszefiiggd grafnak ilyen
részgrafja nem lehet.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy 0Osszefliggd G grafnak van olyan részgrafja, ami az Osszes
cslicsot tartalmazza és fa. Egy nem osszefiiggd grafnak ilyen
részgrafja nem lehet.

Az Gsszes cslicsot tartalmazé részgrafok csak élek elhagyasaval
nyerhetok G-bdl.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy 0Osszefliggd G grafnak van olyan részgrafja, ami az Osszes
cslicsot tartalmazza és fa. Egy nem osszefiiggd grafnak ilyen
részgrafja nem lehet.

Az Gsszes cslicsot tartalmazé részgrafok csak élek elhagyasaval
nyerhetok G-bdl.

Az ilyen részgrafokat feszito részgrafoknak neveztiik.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy 0Osszefliggd G grafnak van olyan részgrafja, ami az Osszes
cslicsot tartalmazza és fa. Egy nem osszefiiggd grafnak ilyen
részgrafja nem lehet.

Az Gsszes cslicsot tartalmazé részgrafok csak élek elhagyasaval
nyerhetok G-bdl.

Az ilyen részgrafokat feszito részgrafoknak neveztiik.

A tétel altal garantalt részgraf G egy feszit6faja.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il

Egy 0Osszefliggd G grafnak van olyan részgrafja, ami az Osszes
cslicsot tartalmazza és fa. Egy nem osszefiiggd grafnak ilyen
részgrafja nem lehet.

Az Gsszes cslicsot tartalmazé részgrafok csak élek elhagyasaval
nyerhetok G-bdl.

Az ilyen részgrafokat feszito részgrafoknak neveztiik.
A tétel altal garantalt részgraf G egy feszit6faja.

A tétel azt mondja, hogy pontosan az Osszefiiggd grafoknak van
feszit6éfaja.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak: Alaptételek Il (folytatds)

Egy Osszefliggod feszito graf igazolja a kiindulé graf osszefiiggdségét
is. Azaz nem Osszefliggd grafnak nem lehet Osszefiiggd feszitd
részgrafja, igy feszitofaja sem.

Feszitofa kereso algoritmus: Adott egy G Osszafliggd graf.

Sorban vizsgéljuk meg Osszes élét: ha elhagyjuk az aktudlis
grafbdl, akkor megsziinik-e az Osszefliggdség?

Ha igen, akkor ne hagyjuk el.

Ha nem, akkor hagyjuk el.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il (folytatds)

Egy Osszefliggod feszito graf igazolja a kiindulé graf osszefiiggdségét
is. Azaz nem Osszefliggd grafnak nem lehet Osszefiiggd feszitd
részgrafja, igy feszitofaja sem.

Feszitofa kereso algoritmus: Adott egy G Osszafliggd graf.

Sorban vizsgéljuk meg Osszes élét: ha elhagyjuk az aktudlis
grafbdl, akkor megsziinik-e az Osszefliggdség?

Ha igen, akkor ne hagyjuk el.

Ha nem, akkor hagyjuk el.

Azaz torekedjiink az élek elhagydsara, de ,, nagyon vigydzzunk”:
grafunk maradjon osszefliggd.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek Il (folytatds)

Egy Osszefliggod feszito graf igazolja a kiindulé graf osszefiiggdségét
is. Azaz nem Osszefliggd grafnak nem lehet Osszefiiggd feszitd
részgrafja, igy feszitofaja sem.

Feszitofa kereso algoritmus: Adott egy G Osszafliggd graf.
Sorban vizsgéljuk meg Osszes élét: ha elhagyjuk az aktudlis
grafbdl, akkor megsziinik-e az Osszefliggdség?

Ha igen, akkor ne hagyjuk el.
Ha nem, akkor hagyjuk el.

Azaz torekedjiink az élek elhagydsara, de ,, nagyon vigydzzunk”:
grafunk maradjon osszefliggd.

Algoritmusunk kiszdmol (a ledllaskori élhalmaz) egy feszit6é
részgrafot. Ez az Osszes cslicsot tartalmazza, Osszefliggd lesz. Sét
barmely élét elhagyva megsziinik Osszefliggdsége (miért?). Azaz
egy feszitéfahoz jutottunk. A tétel bizonyitott.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021
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Fak: Alaptételek IV

Egy legalabb két pontl oOsszefliggd grafban mindig taldlhaté egy
csiics, amit elhagyva Osszefliggd marad a graf.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek IV

Egy legalabb két pontl oOsszefliggd grafban mindig taldlhaté egy
csucs, amit elhagyva osszefliggd marad a graf.

Konnyli latni, hogy elég fakra igazolni a tételt. Valdban, ha fakra
tudndnk, akkor G egy T feszit6fdjdban megtaldlva egy j6 x
cslicsot, az G — x-rdl igazolna az osszefiiggdget. Valdjaban T — x
a G — x graf egy feszit6fdja lenne.

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Fak: Alaptételek IV

Egy legalabb két pontl oOsszefliggd grafban mindig taldlhaté egy
csucs, amit elhagyva osszefliggd marad a graf.

Konnyli latni, hogy elég fakra igazolni a tételt. Valdban, ha fakra
tudndnk, akkor G egy T feszit6fdjdban megtaldlva egy j6 x
cslicsot, az G — x-rdl igazolna az osszefiiggdget. Valdjaban T — x
a G — x graf egy feszit6fdja lenne.

Fakra egyszerl az dllitds: barmelyik levele igazolja a tételt

Hajnal Péter Fak, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet!
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