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e Egy halmaz elemeinek sokasaga.
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e Egy halmaz elemeinek sokasaga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is.
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Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

A halmazok

e Egy halmaz elemeinek sokasdga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne,
akkor a masikban sincs benne.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

A halmazok

e Egy halmaz elemeinek sokasdga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne,
akkor a masikban sincs benne.

e Egy halmazt ismeriink, ha minden objektumrdl tudjuk, hogy
hozzatarozik vagy sem.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai l:ljbél polinomok

A halmazok

e Egy halmaz elemeinek sokasdga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne,
akkor a masikban sincs benne.

e Egy halmazt ismeriink, ha minden objektumrdl tudjuk, hogy
hozzatarozik vagy sem.

e A halmaz fogalom nagyon hasznos.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A halmazok

e Egy halmaz elemeinek sokasdga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne,
akkor a masikban sincs benne.

e Egy halmazt ismeriink, ha minden objektumrdl tudjuk, hogy
hozzatarozik vagy sem.

e A halmaz fogalom nagyon hasznos. Minden matematikus
haszndlja nap mint nap.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A halmazok

e Egy halmaz elemeinek sokasdga.

e Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum, ha az egyikben
benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne,
akkor a masikban sincs benne.

e Egy halmazt ismeriink, ha minden objektumrdl tudjuk, hogy
hozzatarozik vagy sem.

e A halmaz fogalom nagyon hasznos. Minden matematikus
hasznalja nap mint nap. Ez a fogalom azonban sokszor nem
elegend6 egy valdsdgos helyzet matematikai megfogalmazasara.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

A molekula egyik (legyegyszeriibb és lagnaivabb) leirdsa az, hogy
megadjuk milyen atomokbdl hany alkotja.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

A molekula egyik (legyegyszeriibb és lagnaivabb) leirdsa az, hogy
megadjuk milyen atomokbdl hany alkotja. A viz esetén ez 2 darab
hidrogén és 1 darab oxigén atom.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

A molekula egyik (legyegyszeriibb és lagnaivabb) leirdsa az, hogy
megadjuk milyen atomokbdl hany alkotja. A viz esetén ez 2 darab
hidrogén és 1 darab oxigén atom. Azt mondjuk a viz kémiai
képlete H>O.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

A molekula egyik (legyegyszeriibb és lagnaivabb) leirdsa az, hogy
megadjuk milyen atomokbdl hany alkotja. A viz esetén ez 2 darab
hidrogén és 1 darab oxigén atom. Azt mondjuk a viz kémiai
képlete H>O.

e |gaz, hogy a viz molekulat hidrogén és oxigén atomok alkotjdk,
de kémiailag igen fontos, hogy a hidrogén atomok kett6
multiplicitdssal szerepelnek a molekuldban.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Molekuldk

Példa

A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy
homogén kémiai anyagot molekuldk alkotnak, amelyek
meghatdrozott médon épiilnek fel atomokbdl.

A molekula egyik (legyegyszeriibb és lagnaivabb) leirdsa az, hogy
megadjuk milyen atomokbdl hany alkotja. A viz esetén ez 2 darab
hidrogén és 1 darab oxigén atom. Azt mondjuk a viz kémiai
képlete H>O.

e |gaz, hogy a viz molekulat hidrogén és oxigén atomok alkotjdk,
de kémiailag igen fontos, hogy a hidrogén atomok kett6
multiplicitdssal szerepelnek a molekuldban.

e Tovabbi példak kémiai képletekre: NaHCOs
natrium-hidrogén-karbonat, HNOs3 salétromsav, NaySiOs
natrium-szilikat.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul
2015 =5-13-31,

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul
2015 =5-13-31,

2016 =25.32.7=2%.32.71 =25.32.50. 71,

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul
2015 =5-13-31,

2016 =25.32.7=2%.32.71 =25.32.50. 71,

2021 = 43 - 47,

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul
2015 =5-13-31,

2016 =25.32.7=2%.32.71 =25.32.50. 71,
2021 = 43 - 47,

2020 = 22.5-101.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Primtényezos felbontas

Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és
ez a feliras (ha a tényezdk sorrendje nem szamit, akkor)
egyértelmii.

e Példaul
2015 =5-13-31,

2016 =25.32.7=2%.32.71 =25.32.50. 71,
2021 = 43 - 47,

2020 = 22.5-101.

e A primtényez0s felbontas tobb mint a primoszték halmaza.
Minden primosztérdl tudnunk kell, hogy hanyszorosan osztja a

kiindulé szdmot.
Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Monomok

A polinomok /betiis kifekezések matamatikajdban a monom
fogalma alapvetd. Az x,y, z betlikre épitett szorzatok (ahogy
szamokndl megszoktuk) a tényezék sorrendjének felcserélésével,
hatvany irdsmdddal atirhatdk.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Monomok

A polinomok /betiis kifekezések matamatikajdban a monom
fogalma alapvetd. Az x,y, z betlikre épitett szorzatok (ahogy
szamokndl megszoktuk) a tényezék sorrendjének felcserélésével,
hatvany irdsmdddal atirhatdk.

o lgy x, v, x, z, x, x, z, x, x, z, y szorzata x®y?z3.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Monomok

A polinomok /betiis kifekezések matamatikajdban a monom
fogalma alapvetd. Az x,y, z betlikre épitett szorzatok (ahogy
szamokndl megszoktuk) a tényezék sorrendjének felcserélésével,
hatvany irdsmdddal atirhatdk.

° fgy X, Y, X, Z, X, X, Z, X, X, Z, y szorzata X6y223. A kialakult
monom nem csak azt fejezi ki, hogy milyen betiik alkotjak, hanem
azt is, hogy melyikbdl hany tényezd szerepelt a szorzasban.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbc’)l polinomok

Példa: Anagrammak

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos).

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos). Nos, anya jar

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Jénos). Nos, anya jar (Arany Janos).

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos). Nos, anya jar (Arany Janos). silany

szerepeim

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos). Nos, anya jar (Arany Janos). silany

szerepeim (Szinyei Merse Pal).

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos). Nos, anya jar (Arany Janos). silany

szerepeim (Szinyei Merse Pal). A doni gaz gyér

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Példa: Anagrammak

Példa

A XIX., XX. szdzad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az
anagramma. Egy adott sz, név, mondat betiikészletét kell venni
és djrarendezni (kis/nagy betiik nem szadmitanak, kozok, irasjelek
tetszés szerint hasznalhatdk; gyakran rovid, hosszd maganhangzdék
is egyenértékiiek) dgy, hogy értelmes szavak, mondatok alakuljanak
ki.

v

o A MISSISSIPPI sz6 betiikészlete 1 darab M, 4 darab /, 4 darab
S és 2 darab P.

e Példdk anagrammakra (némelyik fejtord, kinek a nevébél ered?):
Anyjan a sor (Arany Janos). Nos, anya jar (Arany Janos). silany

szerepeim (Szinyei Merse Pal). A doni gaz gyér (Gardonyi Géza).
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Példa: Zoknik

7o

Kozépiskolas vagy szérakoztaté feladatokban visszatérd szerepld
egy fidk, amelyben kiilonboz6 szint zoknik vannak.
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egy fidk, amelyben kiilonboz6 szinii zoknik vannak. Az azonos
szinli zoknik nem megkiilonboztetheték. Hogyan irhatjuk le a fidk
tartalmat?

e A fidkban [év zoknik szinei egy halmazt alkotnak, de ez a
halmaz nem irja le pontosan a tartalmat.
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mondanunk, hogy hany olyan szinli zokni van a fidkban.
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e A bevezetd példdk utdn természetes az aldbbi fogalom.
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A multihalmaz fogalma

e A bevezetd példdk utdn természetes az alabbi fogalom.

Definicid

M egy multihalmaz a H halmaz felett, ha

M:H—N.
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e A bevezetd példdk utdn természetes az alabbi fogalom.

Definicid

M egy multihalmaz a H halmaz felett, ha
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e Az alaphalmaz (H) egy eleme (h) esetén M(h)-t a h elem
multiplicitdsdanak nevezziik.
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A multihalmaz fogalma

e A bevezetd példdk utdn természetes az alabbi fogalom.

Definicid

M egy multihalmaz a H halmaz felett, ha

M:H—N.

e Az alaphalmaz (H) egy eleme (h) esetén M(h)-t a h elem
multiplicitdsdanak nevezziik.

e A fogalom tovabbi elnevezésekhez, jelolésekhez vezet.
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Jelolések

h € H esetén azt irjuk, hogy h € M, ha M(h) > 0/M(h) > 1.
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Jelolések

h € H esetén azt irjuk, hogy h € M, ha M(h) > 0/M(h) > 1.

R, M multihalmazok H felett. R C M akkor és csak akkor, ha
minden h € H elemre R(h) < M(h).
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h € H esetén azt irjuk, hogy h € M, ha M(h) > 0/M(h) > 1.

Jelolés

R, M multihalmazok H felett. R C M akkor és csak akkor, ha
minden h € H elemre R(h) < M(h).

v
Jelolés

M multihalmaz H felett. M elemszama

M= > M(h).

h:heH

A
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Tovabbi jelolések

H

Legyen H egy halmaz. ((k)) az a halmaz, amely a H feletti k

elemi multihalmazokat ,, gy(jti ossze”.
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Legyen H egy halmaz. (( k)) az a halmaz, amely a H feletti k

elemi multihalmazokat ,, gy(jti ossze”.

o Megjegyezziik, hogy szdmunkra dltaldban H egy véges halmaz.
Ha az Osszes pozitiv egész primtényez0s febontasait vizsgaljuk,
akkor az alaphalmaz lehet az 0sszes prim végtelen halmaza.

Legyen M egy multihalmaz H felett. M tartdja

supp(M) ={he H: he M/M(h) > 0}.

e Mi mindig véges tartéju multihalmazokat vizsgalunk.
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Legyen H egy halmaz. ((’Z)) az a halmaz, amely a H feletti k
elemi multihalmazokat ,, gy(jti ossze”.

o Megjegyezziik, hogy szdmunkra dltaldban H egy véges halmaz.
Ha az Osszes pozitiv egész primtényez0s febontasait vizsgaljuk,
akkor az alaphalmaz lehet az 0sszes prim végtelen halmaza.

Legyen M egy multihalmaz H felett. M tartdja

supp(M) ={he€ H: he M/M(h) > 0}.

e Mi mindig véges tartdju multihalmazokat vizsgalunk. Ekkor az
elemszdmot leiré Osszeg végtelen H esetén egy ,, dlvégtelen” Osszeg
(véges sok kivétellel 0 tagok szerepelnek benne).
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Alapkérdés és a valasz

Alapkérdés
Adott M multihalmaz.
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e Kozépiskolai nyelvvel: Osztalykiranduldsra utazunk és
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Alapkérdés

Adott M multihalmaz. Hany rész-multihalmaza van?

e Kozépiskolai nyelvvel: Osztalykiranduldsra utazunk és
bepakolunk. Kihizzuk a zoknis fiékot és valamennyi zoknit
elrakunk (tobbek kozott esetleg egyet sem, esetleg mindet). Hany
lehetOséglink van az elvitt zoknik kivalasztasara?
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e A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.
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Meg

e A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.

e Erdemes egy kicsit megallni és visszairni a kozépiskolds jelolésre.

m]

=

DA
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Megjegyzés

o A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.

e Erdemes egy kicsit megallni és visszairni a kozépiskolds jelolésre.
Legyen H = {hy, hy,..., hy}.
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Megjegyzés

o A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.

e Erdemes egy kicsit megallni és visszairni a kozépiskolds jelolésre.
Legyen H = {hy, ha,..., h,}. Legyen M az a multihalmaz H felett,
ahol a h; elemnek m; a multiplicitdsa (M(h;) = m;/ az i-edik
szinbdl m; darab zoknink van).
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Megjegyzés

o A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.

e Erdemes egy kicsit megallni és visszairni a kozépiskolds jelolésre.
Legyen H = {hy, ha,..., h,}. Legyen M az a multihalmaz H felett,
ahol a h; elemnek m; a multiplicitdsa (M(h;) = m;/ az i-edik

szinb8l m; darab zoknink van). Ekkor a rész-multihalmazok szdma

(m+1)-(m+1)-(m3+1)-...-(mp_1+1) - (m,+1),
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Megjegyzés

o A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le.

e Erdemes egy kicsit megallni és visszairni a kozépiskolds jelolésre.
Legyen H = {hy, ha,..., h,}. Legyen M az a multihalmaz H felett,
ahol a h; elemnek m; a multiplicitdsa (M(h;) = m;/ az i-edik

szinb8l m; darab zoknink van). Ekkor a rész-multihalmazok szdma

(m+1)-(m+1)-(m3+1)-...-(mp_1+1) - (m,+1),

vagy

[I(mi +1).
i=1

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e A rész-multihalmaz kivélasztdsat fliggetlen dontésekre bontjuk.
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Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
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e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
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Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
a rész-multihalmazban?
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e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
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Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
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mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai l:ljbél polinomok

Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
a rész-multihalmazban? ... Az alaphalmaz utolsé elemének
mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?

e Az els6 dontésnél a {0,1,2,..., M(h1)} halmazbdl kell kikeriilnie
a vélasznak.
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e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.
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Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
a rész-multihalmazban? ... Az alaphalmaz utolsé elemének
mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?

e Az els6 dontésnél a {0,1,2,..., M(h1)} halmazbdl kell kikeriilnie
a valasznak. Azaz M(h;) + 1 lehetéség van. A masodik dontésnél
M(hy) + 1 lehetséges kimenetel van. ... Az utolsé dontésnél
M(h,) + 1 lehetséges kimenetel van (n = |H|).
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Bizonyitas

e A rész-multihalmaz kivalasztasat fiiggetlen dontésekre bontjuk.

e Az alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a
multiplicitdsa a rész-multihalmazban? Az alaphalmaz masodik
elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?
Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa
a rész-multihalmazban? ... Az alaphalmaz utolsé elemének
mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmazban?

e Az els6 dontésnél a {0,1,2,..., M(h1)} halmazbdl kell kikeriilnie
a valasznak. Azaz M(h;) + 1 lehetéség van. A masodik dontésnél
M(hy) + 1 lehetséges kimenetel van. ... Az utolsé dontésnél
M(h,) + 1 lehetséges kimenetel van (n = |H|).

e A rész-multihalmazok szdma a szorzasi alapelvat haszndlva

(M(hy) +1) - (M(h2) +1) - ... - (M(hy) + 1) = J] (M(h) +1).
h:heH

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés

Legyen H egy tetszbleges n elemi halmaz. | ((’Z)) | =7
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés

Kozépiskolds nyelven:
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés

Legyen H egy tetszbleges n elemi halmaz. | ((’Z)) | =7

(-6,

Kozépiskolas nyelven: Adott n szdmozott golyd.
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés

Legyen H egy tetszbleges n elemi halmaz. | ((’Z)) | =7

(-6,

Kozépiskolds nyelven: Adott n szdmozott golyd. Hizzunk ki k
golyét Ggy, hogy minden hiizds utdn visszatessziik az éppen
kihdzott golyét.
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Masodik alapkérdés

Alapkérdés

Legyen H egy tetszbleges n elemi halmaz. | ((’Z)) | =7

(CE)1= G-

Kozépiskolas nyelven: Adott n szdmozott golydé. Hizzunk ki k
golyét Ggy, hogy minden hiizds utdn visszatessziik az éppen
kihtzott goly6t. Hanyféle eredménye lehet a k hizasnak,
amennyiben a kihizott szdmok sorrendjét nem vessziik figyelmbe?

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Tétel, a kédolas

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Tétel, a kédolas

e AH=1{hy, hy,..., h,} feletti k elemii multihalmaz leirdsa a
my, my, ..., m, multiplicitdsok megaddsa (az h; elem multiplicitdsa
m;, igy my +my+ ...+ m, = k).
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A Tétel, a kédolas

e AH=1{hy, hy,..., h,} feletti k elemii multihalmaz leirdsa a
my, my, ..., m, multiplicitdsok megaddsa (az h; elem multiplicitdsa
m;, igy my +my+ ...+ m, = k).

o Ez kédolhatd a kovetkezé mddon:

o|o...o]o...0o|...| o...0 |o...0
—— | N~
my darab my darab m3 darab mp,_1 darab m, darab
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A Tétel, a kédolas

e AH=1{hy, hy,..., h,} feletti k elemii multihalmaz leirdsa a
my, my, ..., m, multiplicitdsok megaddsa (az h; elem multiplicitdsa
m;, igy my +my+ ...+ m, = k).

o Ez kédolhatd a kovetkezé mddon:

o|o...o]o...0o|...| o...0 |o...0

my darab my darab m3 darab mp,_1 darab m, darab

e Nyilvan k darab o karakter és n — 1 darab | karakter/elvalasztdjel
alkotja a kdédot.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Kédolas: Példa: H = {a,b,c}, k=06

<a,a,a,b,c,c>:a3bc2|—>ooo]o|oo,
(a,b,b,b,c,c) =ab3c® — o|ooo|oo,
(a,a,a, b, b,b) :a3b3r—>ooo]|ooo,

(a,a,a,a,aa) = a

<b,b,b,b,C,C>:b4c2l—>|oooo|oo,

}—)OOOOOOH’

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Kédolas: Példa: H = {a,b,c}, k=06

<a,a,a,b,c,c>:a3bc2|—>ooo]o|oo,
(a,b,b,b,c,c) =ab3c® — o|ooo|oo,
(a,a,a, b, b,b) :a3b3r—)ooo”ooo,
6

}—)OOOOOOH’

<b,b,b,b,c,c>:b4c2r—>|oooo|oo,

(a,a,a,a,a,a) = a

e Folytatva/megforditva az el6z6 példat:

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Kédolas: Példa: H = {a,b,c}, k=06

<a,a,a,b,c,c>:a3bc2|—>ooo]o|oo,
(a,b,b,b,c,c) =ab3c® — o|ooo|oo,
(a,a,a, b, b,b) :a3b3r—>ooo]|ooo,

(a,a,a,a,aa) = a

(b,b,b,b,c,c) = b*c? —|oooo|oo.

}—)OOOOOOH’

e Folytatva/megforditva az el6z6 példat:
o| oo oolo ab*c,
cooo|oo| r—)a4b2,
|ooooool +—>b6,

ooooo‘|or—>a5c,

oooo]|oo»—>a4C2.
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A Kédolas: Példa: H = {a,b,c}, k=06

<a,a,a,b,c,c>:a3bc2|—>ooo]o|oo,
(a,b,b,b,c,c) =ab3c® — o|ooo|oo,
(a,a,a, b, b,b) :a3b3r—>ooo]|ooo,

(a,a,a,a,aa) = a

(b,b,b,b,c,c) = b*c? —|oooo|oo.

}—)OOOOOOH’

e Folytatva/megforditva az el6z6 példat:
o|ocooolo ab4c7
cooo|oo| r—)a4b2,
|ooooool +—>b6,

ooooo‘|or—>a5c,

oooo]|oo»—>a4C2.
e A példa matematikai jelentése: a kddold fiiggvénynek van

inverze, parbadllité leképezés.
Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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mint a lehetséges kédok.

e Azaz az Osszeszamolandé multihalmazok ugyanannyian vannak

«O> «Fr « = 4 > Q>



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

A bizonyitds vége

e Azaz az osszeszamolandé multihalmazok ugyanannyian vannak
mint a lehetséges kédok.

e Egy kédhoz az n+ k — 1 poziciébdl ki kell vilasztanai a k darab
o karakter helyét.
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A bizonyitds vége

e Azaz az osszeszamolandé multihalmazok ugyanannyian vannak
mint a lehetséges kédok.

e Egy kédhoz az n+ k — 1 poziciébdl ki kell vilasztanai a k darab
o karakter helyét. Ez (”ﬂj_l) lehetdség.
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A bizonyitds vége

e Azaz az osszeszamolandé multihalmazok ugyanannyian vannak
mint a lehetséges kédok.

e Egy kédhoz az n+ k — 1 poziciébdl ki kell vilasztanai a k darab
o karakter helyét. Ez (”ﬂj_l) lehetdség.

e Ez a tételt igazolja.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e Nyilvanvaléan
1

()= (@)=
minden n, k természetes szamra.

«O> «Fr « = 4 > P NEa
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Il. Bizonyitds

e Nyilvanvaldan

()= 1) =1

minden n, k természetes szamra.

e Haaz {(})} 27, _, szémokat egy siknegyedet elfoglalé
tablzatba képzeljik, akkor a fenti képletek a tiblzat

szélét/peremét irjdk le: ott 1-esek allnak.
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Il. Bizonyitds

e Nyilvanvaldan

()= 1) =1

minden n, k természetes szamra.

e Ha az {((Z))}:iszo szamokat egy siknegyedet elfoglalé
tablazatba képzeljiik, akkor a fenti képletek a tablazat

szélét/peremét irjdk le: ott 1-esek allnak.

e A bizonyitas folytatdsa ezen képlet bizonyitdsa, ami a nem szélsé
szamokra mondja meg, hogy szdmolhaté ki a kordbbiakbdl:

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Il. Bizonyitds

e Nyilvanvaldan

()= 1) =1

minden n, k természetes szamra.

e Haaz {(})} 27, _, szémokat egy siknegyedet elfoglalé

tablazatba képzeljiik, akkor a fenti képletek a tablazat
szélét/peremét irjdk le: ott 1-esek allnak.

e A bizonyitas folytatdsa ezen képlet bizonyitdsa, ami a nem szélsé
szdmokra mondja meg, hogy szdmolhaté ki a kordbbiakbdl:

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

Lemma bizonyitdsa

e Ahogy a Pascal-hdromszoget leirdé rekurziéndl tettiik a
megszamolandé objektumokat (mostani estiinkben a k elemii
multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint, hogy az ‘n’ elem
benniik van-e vagy nem.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

e Ahogy a Pascal-hdromszoget leirdé rekurziéndl tettiik a
megszamolandé objektumokat (mostani estiinkben a k elemii
multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint, hogy az ‘n’ elem
benniik van-e vagy nem.

o A két esethez tartozé multihalmazokat kiilon-kiilon
megszdmoljuk és az O0sszeaddsi elvre hivatkozva osszeadjuk a két
eredményt.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai l:ljbél polinomok

Lemma bizonyitdsa

e Ahogy a Pascal-hdromszoget leirdé rekurziéndl tettiik a
megszamolandé objektumokat (mostani estiinkben a k elemii
multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint, hogy az ‘n’ elem
benniik van-e vagy nem.

o A két esethez tartozé multihalmazokat kiilon-kiilon
megszdmoljuk és az O0sszeaddsi elvre hivatkozva osszeadjuk a két
eredményt.

e Ha 'n' elem nincs benne a multihalmazunkban, akkor a k elemi
multihalmazt az [n — 1] = [n] \ {n} halmaz felett kell valasztanunk,

a lehetéségek szdma ”;1
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Lemma bizonyitdsa

e Ahogy a Pascal-hdromszoget leirdé rekurziéndl tettiik a
megszamolandé objektumokat (mostani estiinkben a k elemii
multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint, hogy az ‘n’ elem
benniik van-e vagy nem.

o A két esethez tartozé multihalmazokat kiilon-kiilon
megszdmoljuk és az O0sszeaddsi elvre hivatkozva osszeadjuk a két
eredményt.

e Ha 'n' elem nincs benne a multihalmazunkban, akkor a k elemi

multihalmazt az [n — 1] = [n] \ {n} halmaz felett kell valasztanunk,
"y , n—1

a lehetéségek szama B

e Ha ‘n’ elem benne van a multihalmazunkban, akkor a k elemi

multihalmazhoz, még mellé kell vdlasztani egy kK — 1 elemii

multihalmazt.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

e Ahogy a Pascal-hdromszoget leirdé rekurziéndl tettiik a
megszamolandé objektumokat (mostani estiinkben a k elemii
multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint, hogy az ‘n’ elem
benniik van-e vagy nem.

o A két esethez tartozé multihalmazokat kiilon-kiilon
megszdmoljuk és az O0sszeaddsi elvre hivatkozva osszeadjuk a két
eredményt.

e Ha 'n' elem nincs benne a multihalmazunkban, akkor a k elemi

multihalmazt az [n — 1] = [n] \ {n} halmaz felett kell valasztanunk,
"z ‘ n—1

a lehetéségek szama B

e Ha ‘n’ elem benne van a multihalmazunkban, akkor a k elemi

multihalmazhoz, még mellé kell vdlasztani egy kK — 1 elemii

multihalmazt. Ez a vélasztds a [n] halmaz felett értendd. (Itt van

a kiilonbség a részhalmazokhoz képest.)

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e Az ‘n' elem multihalmazhoz tartozasa 1 multiplicitast jelent.

«O> «Fr « = 4 > Q>
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Lemma bizonyitdsa (folytatas)

e Az ‘n’ elem multihalmazhoz tartozasa 1 multiplicitdst jelent.
Amikor mellé valasztunk objektumokat, hogy k elemd
multihalmazhoz jussunk, akkor ‘n’ elem Gjra vélaszthatd,
multiplicitdsa ndvelhetd (ez a lehetéség nem allt rendelkezésiinkre
a részhalmazok valasztasanal).

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa (folytatas)

e Az ‘n’ elem multihalmazhoz tartozasa 1 multiplicitdst jelent.
Amikor mellé valasztunk objektumokat, hogy k elemd
multihalmazhoz jussunk, akkor ‘n’ elem Gjra vélaszthatd,
multiplicitdsa ndvelhetd (ez a lehetéség nem allt rendelkezésiinkre
a részhalmazok valasztasanal).

e A lehet8ségek szama ((,:1))
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Lemma bizonyitdsa (folytatas)

e Az ‘n’ elem multihalmazhoz tartozasa 1 multiplicitdst jelent.
Amikor mellé valasztunk objektumokat, hogy k elemd
multihalmazhoz jussunk, akkor ‘n’ elem Gjra vélaszthatd,
multiplicitdsa ndvelhetd (ez a lehetéség nem allt rendelkezésiinkre
a részhalmazok valasztasanal).

e A lehet8ségek szama ((,:1))

o Az Osszefliggést igazoltuk.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai l:ljbél polinomok

A bizonyitds vége

e A bizonyitott Osszefliggés a tdblazatra vonatkozélag azt jelenti,
hogy minden nem-perem- poziciéban allé6 szam (((Z))) a felette 4ll6

(északi szomszéd: (( ";1)), el6zé sor, de ugyanaz az oszlop) elem

és el6tte 4ll6 (nyugati szomszéd: (( kfl» ugyanaz a sor, de az

elé6z6 oszlop) elem Osszege:

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaallitdsai Ujbél polinomok

A bizonyitds vége

e A bizonyitott Osszefliggés a tdblazatra vonatkozélag azt jelenti,
hogy minden nem-perem- poziciéban allé6 szam (((Z))) a felette 4ll6

(északi szomszéd: (( ";1)), el6zé sor, de ugyanaz az oszlop) elem

és el6tte 4ll6 (nyugati szomszéd: (( kfl)) ugyanaz a sor, de az

elé6z6 oszlop) elem Osszege:

nkl|[oJ1]2]3]4] 5
1 111111
2 [[112]3

3 [[1]3]6]10]15] 21
4 [[1]4]10][20]35] 56
5 [[1]5]15[35]70] 126
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A bizonyitds vége

e A bizonyitott Osszefliggés a tdblazatra vonatkozélag azt jelenti,
hogy minden nem-perem- poziciéban allé6 szam (((Z))) a felette 4ll6

(északi szomszéd: (( ";1)), el6zé sor, de ugyanaz az oszlop) elem

és el6tte 4ll6 (nyugati szomszéd: (( kfl)) ugyanaz a sor, de az

elé6z6 oszlop) elem Osszege:

nkl|[oJ1]2]3]4] 5
1 111111
2 [[112]3

3 [[1]3]6]10]15] 21
4 [[1]4]10][20]35] 56
5 [[1]5]15[35]70] 126

e J6l [dthatd a Pascal-hdromszog szamainak megjelenése.
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A bizonyitds vége

e A bizonyitott Osszefliggés a tdblazatra vonatkozélag azt jelenti,
hogy minden nem-perem- poziciéban allé6 szam (((Z))) a felette 4ll6

(északi szomszéd: (( ";1)), el6zé sor, de ugyanaz az oszlop) elem

és el6tte 4ll6 (nyugati szomszéd: (( kfl)) ugyanaz a sor, de az

elé6z6 oszlop) elem Osszege:

nkl|[oJ1]2]3]4] 5
1 111111
2 [[112]3

3 [[1]3]6]10]15] 21
4 [[1]4]10][20]35] 56
5 [[1]5]15[35]70] 126

e J6l [dthaté a Pascal-hdromszog szamainak megjelenése. A
tételben szerepld képlet helyességének igazoldsa egyszer(i teljes

indukcid.
Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Szunet

YL

C

-’ \m)
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Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaillitdsai Ujbél polinomok

Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet.
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet. Addig kell ,, ragnunk” a formalizmust,
mig jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet. Addig kell ,, ragnunk” a formalizmust,
mig jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.

Definicid

Legyen M egy multihalmaz H = {hy, ha, ..., hpo} n elemii halmaz
felett.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet. Addig kell ,, ragnunk” a formalizmust,
mig jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.

Definicid

Legyen M egy multihalmaz H = {hy, ha, ..., hpo} n elemii halmaz
felett. Legyen m; a H; elem multiplicitasa.
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet. Addig kell ,, ragnunk” a formalizmust,
mig jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.

Definicié

Legyen M egy multihalmaz H = {hy, ha, ..., hpo} n elemii halmaz
felett. Legyen m; a H; elem multiplicitdsa. Legyen

t=IM| =3, m.
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Multihalmaz sorbaallitasai

e A kavéhazban uld irdk, koltok minden probléma nélkiil
megértették, hogy mit értiink egy név betiikészletén és ennek
sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus azonban
elrejtheti a természetességet. Addig kell ,, ragnunk” a formalizmust,
mig jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.

Definicid

Legyen M egy multihalmaz H = {hy, ha, ..., hpo} n elemii halmaz
felett. Legyen m; a H; elem multiplicitdsa. Legyen
¢ =|M|=>""_1 mj. Ekkor M sorbaillitisa egy

7ol =1{1,2,3,....0-1,00 5 H

leképezés, ahol minden h; elem pontosan m; darab poziciéhoz lett
rendelve.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e A sorbaillitasi tulajdonsag formalisan leirva:

{p € [f]: w(p) = h}| = M(h),

minden h € H esetén.

«O>» <Fr <> <> DA



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaillitdsai Ujbél polinomok

Az alapkérdés

e A sorbadllitasi tulajdonsdg formalisan leirva:

{p € [4] : m(p) = h}| = M(h), minden h € H esetén.

Legyen o(M) az a halmaz, amely az M multihalmaz sorbaallitasait
gylijti Ossze.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Az alapkérdés

e A sorbadllitasi tulajdonsdg formalisan leirva:

{p € [4] : m(p) = h}| = M(h), minden h € H esetén.

Legyen o(M) az a halmaz, amely az M multihalmaz sorbaallitasait
gylijti Ossze.

Alapkérdés

Adott M multihalmaz.
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Az alapkérdés

e A sorbadllitasi tulajdonsdg formalisan leirva:

{p € [4] : m(p) = h}| = M(h), minden h € H esetén.

Legyen o(M) az a halmaz, amely az M multihalmaz sorbaallitasait
gylijti Ossze.

Alapkérdés

Adott M multihalmaz. |o(M)| =?

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaillitdsai Ujbél polinomok

Az alapkérdés

e A sorbadllitasi tulajdonsdg formalisan leirva:

{p € [4] : m(p) = h}| = M(h), minden h € H esetén.

Legyen o(M) az a halmaz, amely az M multihalmaz sorbaallitasait
gylijti Ossze.

Alapkérdés

Adott M multihalmaz. |o(M)| =?

e Kozépiskolai nyelven: Kimossuk a zoknis fiékunk tartalmat. (A
fiékban az s; szinbdl m; zoknink volt (i =1,2,...,k).) A mosas
utan kiakasztjuk a szaritokotélre szaradni Oket. Hanyféle

sorrendben akaszthatjuk ki 6ket?
Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Tétel és a bizonyitas kezdete

Legyen M egy multihalmaz H felett. Ekkor

|M]!

oM = T, e MR

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A Tétel és a bizonyitas kezdete

Legyen M egy multihalmaz H felett. Ekkor

|M]!

oM = T, e MR

e Legyen H = {h1, ha, ..., hy}, ahol n = |H| M-et helyettesitsiik
egy MU halmazzal: minden elemet helyettesitsiink multiplictisnyi
kilonboz6 indexelt elemmel.
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A Tétel és a bizonyitas kezdete

Legyen M egy multihalmaz H felett. Ekkor

|M]!

oM = T, e MR

e Legyen H = {h1, ha, ..., hy}, ahol n = |H| M-et helyettesitsiik
egy MU halmazzal: minden elemet helyettesitsiink multiplictisnyi
kilonboz6 indexelt elemmel.

e Példa H = {a, b, c} esetben:

M = a*bc?® s MY = {a1, a3, a3, a4, by, c1, o},
M = a2b5 — M{} — {317325 bl) b27 b3a b47 b5}

A hozzérendelt M} halmaz nyilvan |M| elemszamii.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



fHac



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaillitdsai Ujbél polinomok

A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet.
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet. Azaz altaldban
» talszamolunk” .
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet. Azaz altaldban
» talszamolunk” .

e A tilszdmolds azonban konnyen kdvetheté/kontroldlhatd.
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet. Azaz altaldban
» talszamolunk” .

e A tilszdmolds azonban konnyen kovetheté/kontroldlhaté. M
minden 7o sorbaéllitdsa M{}-nek azokbdl az az elemeibd| ered,
amiket gy kapunk, hogy a my sorbeli M(hy) darab h; elemet
1,2,..., M(h1) indexekkel lattuk el, majd ettdl fiiggetleniil az
M(hy) darab hy elemet 1,2,..., M(hy) indexekkel lattuk el
valamilyen sorrenben, és igy tovabb.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet. Azaz altaldban
» talszamolunk” .

e A tilszdmolds azonban konnyen kovetheté/kontroldlhaté. M
minden mo sorbaéllitdsa M{}-nek azokbdl az az elemeibd| ered,
amiket gy kapunk, hogy a my sorbeli M(hy) darab h; elemet
1,2,..., M(h1) indexekkel lattuk el, majd ettdl fiiggetleniil az
M(hy) darab hy elemet 1,2,..., M(hy) indexekkel lattuk el
valamilyen sorrenben, és igy tovdbb.

e Az indexelésre M(hy)!- M(h1)!-...- M(h,)! lehetéség van.
Minden o(M)-beli elemet ennyiszeresen szamolunk tl.
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A bizonyitas

o gy |M|! darab sorbaillitdsa van. Mindegyiket soroljuk fel és
toroljiik le az indexeket. Igy egy |M|! hosszd listat kapunk M
sorbadllitdsaibdl.

e Altaldban egy sorbaallitds tobbszor is szerepelhet. Azaz altaldban
» talszamolunk” .

e A tilszdmolds azonban konnyen kovetheté/kontroldlhaté. M
minden mo sorbaéllitdsa M{}-nek azokbdl az az elemeibd| ered,
amiket gy kapunk, hogy a my sorbeli M(hy) darab h; elemet
1,2,..., M(h1) indexekkel lattuk el, majd ettdl fiiggetleniil az
M(hy) darab hy elemet 1,2,..., M(hy) indexekkel lattuk el
valamilyen sorrenben, és igy tovdbb.

e Az indexelésre M(hy)!- M(h1)!-...- M(h,)! lehetéség van.
Minden o(M)-beli elemet ennyiszeresen szamolunk tl.

e 0(M) elemszama egy osztassal addédik, ahogy a tétel leirta.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021



Multihalmazok Egy multihalmaz részhalmazai Adott halmaz feletti multihalmazok Multihalmaz sorbaillitdsai Ujbél polinomok

. és valami teljesen mas ...
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e Térjlink vissza a polinomokhoz.
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:

(x+y)? = (x+y)(x+y) = x(x+y)+y(x+y) = xx+xy +yx+yy.
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:

(x+y)? = (x+y)(x+y) = x(x+y)+y(x+y) = xx+xy +yx+yy.

(x+y)P =(x+y)x+y)(x+y) =x(x+y)(x+y)+y(x+y)(x+y):
=xx(x+y)+xy(x+y)+yx(x+y)+yy(x+y)=
=XXX + XXy + XyX + Xyy + yxy + yxy + yyx + yyy.
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:

(x+y)? = (x+y)(x+y) = x(x+y)+y(x+y) = xx+xy+yx+yy.
(x+y)? =(x+y)(x+y)(x+y) =x(x+y)(x+y) + y(x +y)(x+y):

=xx(x+y)+xy(x+y)+yx(x+y)+yy(x+y)=
=XXX + XXy + XyX + Xyy + yxy + yxy + yyx + yyy.

e Mit latunk?
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:

(x+y)? = (x+y)(x+y) = x(x+y)+y(x+y) = xx+xy +yx+yy.

(x+y)P =(x+y)x+y)(x+y) =x(x+y)(x+y)+y(x+y)(x+y):
=xx(x+y)+xy(x+y)+yx(x+y)+yy(x+y)=
=XXX + XXy + XyX + Xyy + yxy + yxy + yyx + yyy.

e Mit latunk? A harmadik hatvanyndl az osszes x, y tényez6kbdl
felirt 3 tényezbs szorzatokat (23 = 8 darab, szorzasi szabaly!).
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Ujbél polinomok

e Térjunk vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabdly
segitségével bontsuk fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez
NE nydljunk:

(x+y)? = (x+y)(x+y) = x(x+y)+y(x+y) = xx+xy +yx+yy.

(x+y)P =(x+y)x+y)(x+y) =x(x+y)(x+y)+y(x+y)(x+y):
=xx(x+y)+xy(x+y)+yx(x+y)+yy(x+y)=
=XXX + XXy + XyX + Xyy + yxy + yxy + yyx + yyy.

e Mit latunk? A harmadik hatvanyndl az osszes x, y tényez6kbdl
felirt 3 tényezbs szorzatokat (23 = 8 darab, szorzasi szabaly!). A
tényez6k sorrendjének figyelembe vételével ezeket felfoghatjuk mint
az {x,y} halmaz feletti hdrom elem{i multihalmazok sorbaallitasai.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvany szorozva
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Ujbdl polinomok (folytatas)

e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvény szorozva
egy y hatvannyal). x'y’ alakd monomok lesznek, ahol i + j = 3.
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Ujbdl polinomok (folytatas)

e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvény szorozva
egy y hatvannyal). x'y’ alakd monomok lesznek, ahol i + j = 3.

e Hanyszor kapjuk meg x'y/-t?
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Ujbdl polinomok (folytatas)

e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvény szorozva
egy y hatvannyal). x'y’ alakd monomok lesznek, ahol i + j = 3.

e Hanyszor kapjuk meg x'y/-t? Annyiszor, ahdny sorbadllitisa van
az (X,...,X,y,...,y) multihalmaznak.
—— ——

i darab j darab
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Ujbdl polinomok (folytatas)

e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvény szorozva
egy y hatvannyal). x'y’ alakd monomok lesznek, ahol i + j = 3.

e Hanyszor kapjuk meg x'y/-t? Annyiszor, ahdny sorbadllitisa van
az (X,...,X,y,...,y) multihalmaznak.
S—— ——
i darab j darab

e Ugyanez n-edik hatvannyal is megismételhet6 és kapjuk a
binomialis tétel () alakjat:
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Ujbdl polinomok (folytatas)

e Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvény szorozva
egy y hatvannyal). x'y’ alakd monomok lesznek, ahol i + j = 3.
e Hanyszor kapjuk meg x'y/-t? Annyiszor, ahdny sorbadllitisa van
az (X,...,X,y,...,y) multihalmaznak.
—_—— ——
i darab j darab

e Ugyanez n-edik hatvannyal is megismételhet6 és kapjuk a
binomialis tétel () alakjat:

Binomidlis tétel

i jENti+j=n

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e Az (j bizonyitas erénye, hogy hdromtagt/trinom polinomok
hatvanyozéasara is alkalmazhaté:
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Trinomok

e Az (j bizonyitas erénye, hogy haromtagt/trinom polinomok
hatvanyozasara is alkalmazhaté:

(x+y+z2f =(x+y+2)(x+y+2z)=
=x(x+y+z2)+ylx+y+2z)+z(x+y+2z)=
=XX+xy +xz+ yx +yy + yz+ zx + zy 4 zz.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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Trinomok (folytatas)

(x+y+zP=(x+y+2)x+y+2)(x+y+z)=
=x(x+y+z)(x+y+z)+ylx+y+z)(x+y+2)+
+z(x+y+z)(x+y+2z)=
=xx(x+y+z)+xy(x+y+z)+xz(x+y+2z)+
Fyx(x+y+2)+yy(x+y+2z)+yz(x+y+2)+
zx(x+y+z)+zy(x+y+z)+4zz(x+y+z)=
=XXX + XXY + XXZ + XyX + XYy + XyZ + Xzx+
+ Xzy + xzz + yxx + yxy + yxz + yyx + yyy-+
+ yyz + yzx + yzy + yzz + zxx + zXy + zxz+
+ zyx + zyy + zyz + zzx + zzy + zzz.

Hajnal Péter Multihalmazok, SzTE, 2021
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e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 33 = 27 monom szerepel.
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonas utdn x%z egyiitthatéja?
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”.
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”.

e A 27-bSl hany monom adja rendezés utdn x%z-t?
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”.

e A 27-bSl hany monom adja rendezés utdn x2z-t? Ahany
sorbadllitasa van az (x, x, z) multihalmaznak.
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”.

e A 27-bSl hany monom adja rendezés utdn x2z-t? Ahany
sorbadllitdsa van az (x, x, z) multihalmaznak. Azaz ﬁ:l, = 3.
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”

e A 27-bSl hany monom adja rendezés utdn x%z-t? Ahény
sorbadllitdsa van az (x, x, z) multihalmaznak. Azaz m = 3.

e Az n-edik hatvanyra elmondva ugyanezt kapjuk a kovetkezo
tételt:
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Trinomok (folytatas)

e Természetesen az utolsé példankban az 6ssze nem vont,
sorrend-tarté leirdsban 3% = 27 monom szerepel. Mennyi lesz az
dsszevonds utdn x%z egyiitthatéja? Ahdny monom , vonddik Gssze
erre”

e A 27-bSl hany monom adja rendezés utdn x%z-t? Ahény
sorbadllitdsa van az (x, x, z) multihalmaznak. Azaz m = 3.

e Az n-edik hatvanyra elmondva ugyanezt kapjuk a kovetkezo
tételt:

Trinomialis tétel

n_ il J_k
(xty+2)'= >, gy
ij,k€EN:i+j+k=n SR
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e A gondolatmenet minden probléma nélkiil kiterjeszthet6 t tagu
polinomok hatvényozasara.
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Multinomok

e A gondolatmenet minden probléma nélkil kiterjeszthet6 t tagt
polinomok hatvanyozasara. A kezdeti példak végigszamoldsat,
majd a részletek kidolgozasata az érdekl6dd hallgatdkra bizzuk.
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Multinomok

e A gondolatmenet minden probléma nélkil kiterjeszthet6 t tagt
polinomok hatvanyozasara. A kezdeti példak végigszamoldsat,
majd a részletek kidolgozasata az érdekl6dd hallgatdkra bizzuk.

Multinomialis tétel

n!
(xi+x+...+x)" = >

1,2y, itEN:i i +...it=n

i i it
X{' Xy . X

i1!i2! . It!
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Multinomok

e A gondolatmenet minden probléma nélkil kiterjeszthet6 t tagt
polinomok hatvanyozasara. A kezdeti példak végigszamoldsat,
majd a részletek kidolgozasata az érdekl6dd hallgatdkra bizzuk.

Multinomialis tétel

nl o :
n I I I
(xa+x2+...+x)" = E —— X' X7 . X

o Y 1 V51 B A
1,2y, itEN:i i +...it=n 1:2 i

e Ha valaki a jelolés technikat szeretné gyakorolni, akkor olvassa el
a kovetkez6 formalizalasat a multinomialis tételnek.
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Multinomok

e A gondolatmenet minden probléma nélkil kiterjeszthet6 t tagt
polinomok hatvanyozasara. A kezdeti példak végigszamoldsat,
majd a részletek kidolgozasata az érdekl6dd hallgatdkra bizzuk.

Multinomialis tétel

nl o :
n I I I
(xa+x2+...+x)" = E —— X' X7 . X

o Y 1 V51 B A
1,2y, itEN:i i +...it=n 1:2 i

e Ha valaki a jelolés technikat szeretné gyakorolni, akkor olvassa el
a kovetkez6 formalizalasat a multinomialis tételnek.

t

t n
Z n! ki
Xij = E —_ H X; "
i—1 Hi:l kil i=1

(ki),‘tzleNt:Z/F:]. k,-:n
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Koszonom a figyelmet!
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