KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Sorbaallitasok, atrendezések

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2018.

1. Feladat. Egy 150 c¢m hosszisagi mérdszalagot az egész beosztdasokndl 1 cm
hosszusdagu darabokra vagunk szét gy, hogy minden lépésben eqy tetszdleges olyan
helyen vdgjuk el a mérdszalagot, ahol eddig még nem tettiik.

a) Legfeljebb,
b) legaldbb
hdny lépésben végezhetd el a feldarabolds?
c) Hanyféleképpen végezhetd el ez a vdgdsi modszer?

Vilaszoljuk meg az a) és b) kérdéseket abban az esetben is, ha egy lépésben tet-
szdleges szama (de legaldbb eqy) részt vehetiink kézbe és azokat egy vdgdssal tovdibb
oszthatjuk.

2. Feladat. Hdnyféleképpen lehet n embert sorba dllitani?

3. Feladat. Egy osztdlyteremben n? szék van eqy négyzetes elrendezésben: n sorban,
mindeqyik sorban n darab. Hdnyféleképpen tiltethetiink le n® ember?

4. Feladat. Egy n x n méretd tabldara szeretnénk n darab bdstydt letenni gy, hogy
ne tssék egymdst (ne legyen kettd, amelyek egy sorba, vagy egy oszlopba esnek).
Hdanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

5. Feladat. Egy teremben n gyerek sorba dllt. Belép egy n + 1-edik és ,beszirja”
magdt a sorba (egymds kozt a tobbiek megtartjdk eredeti viszonyukat, de beengedik a
késdt). Hanyféle lehetdség van a késve érkezett szamdra?

6. Feladat. Hdnyféleképpen dllithatjuk sorba {1,2,...,6} elemeit ugy, hogy ne az
1 szammal kezdjik a sort?

7. Feladat. Hany tizjegyii természetes szam van? FEzek kozil hdny tartalmazza
mind a tiz szamjegqyet?

8. Feladat. Hdiny olyan sorbadllitisa van az {1,2,...,n} halmaznak, hogy az elsé
helyen dllo szam kivételével minden mdsik i szamra igaz, hogy 1 — 1 vagy i + 1 az 1
elott dall?

* * *

9. Feladat. Hdiny szamjegyd 100!? 2 mekkora kitevdvel szerepel 100!-ban? Tetszd-
Leges p primszdmra p mekkora kitevével szerepel 100!-ban?
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10. Feladat. Legyen n egy pdros szdm. Igazoljuk, hogy

a) n! > 21

b) nl = (5)",

c) n! <n" Y

d) n! < (2H)".
11. Feladat. Bizonyitsuk be a kévetkezd oszthatdsdgokat (k,m,n természetes szd-
mok):

&) (nl)"™(n2),

b) (KD)EV (R,

c) mIn!(m + n)!|(2m)!(2n)!.

* * *

12. Feladat. Hdnyféleképpen lehet a MISSISSIPPI sz6 betiit leirni? Ezek kozil
hdny olyan van, hogy a négy S betd ne keriljon eqgymds mellé?

13. Feladat. Egy doboz hdrom kék, hdarom piros és négy barna zoknit tartalmaz.
Nyolc zoknit hizunk ki eqyenként. Ezt hanyféleképpen tehetjik meg, ha az azonos
szintd zoknikat nem tudjuk megkiilonbéztetni?

14. Feladat. Hanyféleképpen lehet hdarom piros, hdrom fehér és hdarom zéld golyot
eqgymads mellé rakni gy, hogy barmelyik két eqymds mellé kerild golyo kiilonbozd
szind legyen? (Az ugyanolyan szind golydkat nem lehet eqymdstol megkilonboztetni.)

15. Feladat. Egy kertész hdrom juhar-, négy tolgy- és ot nyirfdat tltetett eqy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fdt egyenld valosziniséggel valasztva. Legyen ™ annak
a valdszinisége, hogy nem keriil két nyirfa egymds mellé ("> nem egyszerisithetd).
Mennyi m +n?

16. Feladat. Egy M multihalmazban n darab kilonbozd elem van. Az egyes ele-
mek multiplicitasa ki, ko, ..., k, (azaz M szdmossdga ki + ko + ... + k,). Hdny
sorbadllitisa van M -nek?

17. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

n!
n __ ai _.as ay
(x1+ ... +az)" = g ———— 'yt
ay:... Q-
a1,a2;...,an >0
ai1+az+...fap=n

* * *

18. Feladat. Hdnyféleképpen iilhet le eqy kor alaki asztalhoz hét ember? Két tilés-
modot nem tekintink kilonbézének, ha mindenkinek ugyanaz a bal szomszédja és
mindenkinek ugyanaz a jobb szomszédja a két esetben.

Mi a wvdlasz, ha két tlésmodot nem tekintink kilonbozének, ha mindenkinek
ugyanaz a két szomszédja.
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19. Feladat. Hdnyféleképpen lehet n embert kirbedllitani? (Két korbedllitds azonos,
ha barkit is vdlasztunk ki az n ember kézil, a két korbedllitasndl a bal (illetve a jobb)
oldali szomszédja ugyanaz lesz.)

20. Feladat. n dvodds az udvaron jdtszik. Csoportokba oszlanak és minden cso-
port korjatékot kezd el jatszani (egy, két gyerek is alkothat kilon kort). Két korbe
allitast akkor tekintink azonosnak, ha a két esetben mindegyikiiknek ugyanaz a bal
szomszédja. Hdnyféleképpen jdtszhatnak?

21. Feladat. A fenti feladatbol n gyerekek korokben jdatszik. Eqy wjabb gyerek jon az
udvarba és csatlakozik a jatékhoz. Hany lehetdsége van erre? A kordbbi viszonyokat
nem vdltoztatja meg, de ha kivdlaszt eqy kort és benne eqy helyet, akkor oda beengedik.

22. Feladat. Legyen p,(k) egy n elemd halmaz azon permutdcidinak a szdma,
amelynek k fixpontja van.

a) Bizonyitsuk be, hogy > ;_, kpn(k) = nl,
b) Bizonyitsuk be, hogy > p_o(k — 1)*p, (k) = nl.
23. Feladat. Legyen p primszdm.

a) Egy szabdlyos p-szdg csicsai kozott eqy korutat tervezink gy, hogy minden
csucson pontosan eqyszer menjink keresztil. Ezt hanyféleképpen tehetjik meg,
ha az elforgatdssal eqgymdsba vihetd kérutakat nem kilonboztetyik meg?

b) Bizonyitsuk be, hogy p|(p — 1)! + 1 (Ezt nevezziik Wilson tételének).

* * *

24. Feladat. Legyen ¥ = {1,2,...,n — 1,n}. Eqy U = (uy,us,...,us sorozatot
univerzalis sorozatnak neveziink, ha u; € 3, és X elemeinek tetszdleges sorbadllitasdt
megkaphatjuk U-bol £ — n elemének kihuzdsdval. Adott n esetén azt a minimdlis (-
et keressiik, amelyre létezik ¢ hosszi univerzdlis sorozat. Jeloljik £(n)-nel ezt a
minimdlis szamot. Adjunk becsléseket az £(n) fliggvényre.

25. Feladat. Egy kelet—nyugati irdnyi it eqy kanyargds folyon tébbszor dthalad.
A folys délnyugaton ered, és végil (némi kanyargds utdn) keletre tart. Az tton
lévd hidakat eqy nyugatrol keletre tarto utazds alatt megszamozzuk 1-t6l n-ig, az
dthaladds szerinti sorrend alapjin. Ezek utdn a folyon az eredetétdl végigutazunk,
és feljeqyezzitk a hidak szamdt a taldlkozds szerinti sorrend alapjdn. Igy az n szdm
egy sorbadllitasdat kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorbadllitisban a pdratlan
helyeken pdratlan szdmok dllnak.
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