KOMBINATORIKA GYAKORLAT

osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

Rekurziok

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 2020

1. Rekurzidk sorozatokra

1. Feladat. Irjuk fel az elsé 20 Fibonacci-szimot. Irjuk fel a Pascal-hdaromszog elsé
15 sordt.

2. Feladat. Definidljuk a szdmtani, illetve mértani sorozatokat rekurziv maddon.

3. Feladat. Az aldabbiakban rekurzidval definidlunk egy-eqy sorozatot. Szdmoljuk ki
az elsd néhdany elemét a sorozatnak.

a)

so=1, Spr1=58,+13 (han>0),

b)

ro=r1=1, ry,e=r,+13 (han>0),

c)

mo=1, muy =—-3m, (han>0),

d)

po=1,p1 =2, ppi2==3p, (han=>0),

eo=1, ep1= LgJ en (han>0),
f)
fo=1, for1= (LgJ +1) fn (han>0),

g9)
Lo=2,L1 =1 Lypio=Ln+Ly, (han>0),

h)
ap=a; =1. apio=2ap41 —a, (han>0),
b() = b1 =1. bn+2 == bn+1 + Sbn (ha n Z 0),
7)

co=cr=C =1, Chpy3=Chr2t+Cpy1 Ty (ha n > O)v

k)

doy=dy=dy =1, dpig=Cpia—Cpr1+c, (han>0),
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)
kl = 2, knJrl = ki, (ha n > O),

k1 =2, kp=2" (han>0),

Q1) =0Q2)=1, Qn)=Qn-Qn-1)+Qn—-Qn-2) (han>2),

T1)=T2)=1, Tn)=TTn—-1)+Tn—-Tn-1)) (han>2),
p)
M(1)=1,M(2) =2,
Mmn)=Mn—-Mmn-1)+Mn—-1—-Mn-2)) (han>2),
q)
Sp =81 =8 =83 =1,

2
SnSn—4 = Sp—18n-3 + S5 _o, (han >4),

o=t =ty =t3=1ts =1,
tnln—s = th_1ln—g + lnoty_s3, (h(l n > 5)a

Uy = Uy = Ug = Uz = Uy = us = 1,
2
Unlp—6 = Up—1Un—5 + Up_2Un_4 + Uy, 3, (han>6),
t)
Vg =V1 =VUy =V3 =g = U5 =g =1,

UnUp—7 = Up_1Un—6 + Un—2Un_5 + Upn_3Vn_4, (han>T7).

wozl,w1:2,

Wy = Wy 1Wy_2, (han>2).

Definicié. Egy {a;}2, sorozat linearis rekurziot teljesit, ha van olyan k € N, ¢és
Qaq, o, .. .,y valos szamok, hogy a sorozat minden tagja a k+ 1-edikkel kezod6dGen
az el6z6 k taghol kaphato meg az

Sg =01 S—1+Q2-Spo+ ...+ Q- Sk

képlettel.
Ha raadasul megadjuk a sorozat els6 k tagjat, akkor egyértelmiien leirjuk /definialjuk
azt. Ekkor azt mondjuk a sorozat lineéris rekurzioval definialt.
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4. Feladat. Egy épitdjatékunk van, amely piros és kék szintd, egqyforma téglakat tar-

2

talmaz (mindegyikbdl eleget). A téglik egymdsra rakdsdval n magas tornyot épitink.
a) Hdny féle lehetdségiink van?

b) Hdny féle lehetdségiink van, ha szomszédos szinteket kilonbozd szininek sze-
retnénk?

c) Tegyiik fel, hogy nem engedjik meg, hogy ’két piros tégla szomszédos szintre
keriljon? Legyen T, a lehetdségek szama. Irjuk le a {T,}°, sorozatot.

5. Feladat. Egy négyzetalaki mezdkbdl alkotott tdblihoz domindink vannak. Egy
domind alakja két élénél dsszeragasztott mezd. A tdbdt domindkkal szeretnénk le-
fedni, hogy minden domind két mezdt fedejen le (ne logjon le) és minden mezdt eqy
domind fedjen le (a domindk ne keriljenek egymdsra).

a) Tdblank legyen 2 x n méretd. Legyen D, a domind fedések szama. Adjunk
rekurziot a D,, szdmokra.

b) Mi a helyzet, ha egyenes tromindkkal fediink (hdrom egysorban lévd, egymds
melletti mezd dsszeragasztdsaval kapott alakzat)?

c) Mi a helyzet, ha trimindkkal fedink 3 x n méretd tabldt?
d) Mi a helyzet ha domindkkal fedink 3 x n méretd tablat?

e) Egy két egy sorban lévd mezd és az eqyik felett lévd mezd dsszeragasztisdval
kapott alakzatot nevezziik L-alaknak. (Persze az L-alakok elforgathatok.) Hdny
fedése van a 2 x n alaki tabldnak L alakok és domindk segitségével?

6. Feladat. Egy nyuilpdr sziletésiik utdan két honappal kezdenek el kolykezni. Ekkor
és ezek utan minden honapban a ndstény eqy him és eqy ndstény alkotta nyilpdrnak
ad életet (amelyek természetesen szintén a fent leirt szabdly szerint élik életiiket).
Hdny nyilpdrunk lesz eqy év milva, ha az év elején csak eqy ujszilott nyiulpdarunk
van, €s feltételezziik, hogy kézben eqy sem pusztul el és tovabbi nyulakat mdr nem
kapunk?

7. Feladat. Egy dbécé hat betibdl dll, az ezeknek megfeleld morzejelek:

Y I I I I

Eqy bizonyos sz6 tovabbitdisihoz 12 jelet (pontot, illetve vondst) haszndltak fel, de az
egyes betiknek megfeleld szimbolumokat nem vdlasztottdak el eqymdstol, ezért a szot
tobbféleképpen lehet értelmezni. Hanyféleképpen?

8. Feladat. Hdny olyan szigorian névekvd, pozitiv egészekbdl dllo sorozatok wvan,
amelyek utolso eleme n-nél nem nagyobb és paritdsa n paritdsdval azonos, valamint
az eqymdst kévetd szamok paritdsa vdltakozik?

9. Feladat. n darab 100 forintosunk van. Minden nap pontosan eqy dolgot vesziink a
kéovetkezdk kozil (a zdrdjelben az eqységdr taldlhatd): perec (100 forint), fagylalt (200
forint), csokolddé (200 forint). Hatdrozzuk meg azt a k, szdmot, ahdnyféleképpen
elkolthetjiik pénziinket.
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10. Feladat. Legyen x, azoknak az n jegyid és csak 0,1,2 szamjegyeket tartalmazo
szdmoknak a szdma, amelyekben bdarmely két szomszédos szamjeqy legfeljebb 1-gyel
tér el eqymastol. Igazoljuk, hogy n > 2-re xpy 1 = 2T, + Tp_1.

11. Feladat. Egy négyzethdlds papiron az egyik O rdcspontbol kiindulva elkezdink
sétdlni. A sétdnk lépésekbdl dall. Minden lépés nyugatra, északra vagy keletre vezet
ugy, hogy szomszédos rdacspontba érkezziink. Sétdnk folyamdn egyik rdcspontot sem
érinthetjik egynél tobbszor. Legyen s, az n lépésbdl dllo, fenti feltételeknek eleget
tevd sétak szama. Adjunk meqg olyan linedris rekurzidt, amelyet s, kielégit.

12. Feladat. Vegyiink eqy kor alaki asztalt, amely kéril n darab szék van, ame-
lyek eqy szabdlyos sokszdg csiucsaiban vannak elhelyezve. Tegyiik fel, hogy embereket
tltetiink le az asztalhoz gy, hogy ne legyen két szomszédos szék elfoglalva, de ezen
feltétel mellett mdr ne tlhessenek le tobben (azaz két olyan ember kozitt, akik kozott
nem 1l senki, eqy vagy két tres szék lehet). Egy letiltetésnél csak azt nézzik, hogy
mely székeket foglaljuk el. Hdanyféleképpen oldhato meg a letiltetés?

*

13. Feladat. Keressiink olyan geometriai sorozatot, amelynek a harmadik tagjdatol
kezdve minden eleme az eldzd kettd osszege.

14. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két sorozatra teljesiil, hogy a harmadik tagjdatol kezd-
ve minden eleme az eldz0 kettd osszege, akkor ez a tulajdonsdg oroklodik a sorozatok
088zeqére €s SzAmszorosara 1s.

15. Feladat. Keressiink olyan formuldt, amely dltal leirt sorozatnak a harmadik
tagjatol kezdve minden eleme az eldzd kettd dsszege, tovdbbd elsd két eleme: 1,1.

16. Feladat. Adjunk rekurzidt a
F,
Fn+1

oszlopvektorok sorozatdra, ahol F,, az n paraméterd Fibonacci-szdm.

*
17. Feladat. Adjunk meg olyan linedris rekurziot, amelyet kielégit az aldbbi sorozat:
a) an:%-5n+4~3”,
b) b, =2"+3-(=1)",

¢) o =3(VI7 = 32)" 4 L(=4=2)n,
18. Feladat. Legyen A és E egy szabdlyos nyolcszog két dtellenes csicsa. Eqgy béka
az A csicsbol kiindulva kezd ugrdlni. A nyolcszog bdrmely csiucsdbdl, az E - cstcsot
kivéve, a mellette lévd csicsba ugorhat. Ha az E csiucsba ér, akkor megdll és ott
marad. — Legyen a,, a pontosan n ugrdsbol dllo kilonbozd utak szama. Bizonyitsuk
be, hogy tetszdleges n pozitiv egész esetén

agn—1 =0, €s ag, = % <(2 +V2) - (2 - \/E)”_1> .

Megjegyzés: Eqy pontosan n ugrdsbol dllo it a csucsoknak olyan Py, Py, ..., P,
sorozata, amely eleget tesz a kdovetkezd feltételeknek:
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I Py=A, P,=F,
II. Minden, a 0 <1 < n —1 egyenldtlenséget kielégitd i-re P; kiilonbozik E-tdl.

I, Minden, a 0 <i < n—1 egyenldtlenséget kielégitd i-re P; és P11 szomszédos.

*

19. Feladat. Az {a,}>2, és {b,}>°, sorozatokra ay =1, ag = 2, by = 2, by = 1,
és mindkét sorozatra eqy tag az eldzd két tag dsszege. Hdny olyan szdm van, amely
mindkét sorozatban szerepel?

20. Feladat. Legyen {x,}2, a kévetkezd linedris rekurzidval definidlt sorozat:
1 =1, x99 =0, T3 = 2, Tptl = Tp—o + 225_1.

Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak minden m természetes szamra van m-mel oszthato
két szomszédos tagja.

21. Feladat. Adott az
a; =1, as = 12, asz = 20, i3 = 20p49 + 20,41 — ay,

sorozat. Bizonyitsuk be, hogy 1 + 4a,a,+1 négyzetszam.

2. Fibonacci-szamok

Definicié. A Fibonacci-szamoknak tobb definicidja van. Mi most az alabbit hasz-
naljuk:
Fl - F2 - 1,

Fn = Fn—l + Fn_g, han Z 3.

Azaz a sorozat a pozitiv egészekkel indexelt és elsé két tagja 1.

22. Feladat. Igazoljuk, hogy

a)
F+F++F=Fp-1,

b)

Fi+F5+4 -+ Fyy = Iy,

c)

Fo+ Fy+ -+ Fop = Fopyq — 1,
d)
By — B+ Fy— o (=) E, = (=1)""F, . + 1,

F12+F22++F3:FnFn+l7
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f)
Fr? =Fy b+ (_1)n+1’

9)

Fn+m = nlem + FnFm+17

h)

n | m esetén F, | F,,
)
(Fn7 Fm) - F(n,m)‘

23. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozatban minden n > 1 pozitiv
egész szdmra az n szdmjeqyd tagok szdma legaldbb négy és legfeljebb ot.

24. Feladat. Igazoljuk, hogy

e 20

1,jENi+j=n—1,j<i

3. Rekurziék két indexes szamseregekre

25. Feladat. Emlékezziink, hogy (Z) eqy n elemid halmaz k elemtd részhalmazainak
szama. Igazoljuk, hogy

a) (g) = (Z) =1, tetszdleges n € N esetén,
) (1) = () + (). ha1 <k <n.

A fentiek alajan irjuk fel a Pascal-hdromszog elsd 10 sordt. Az elsd hat sor esetén
minden szdm mellé soroljuk fel a megszamolt részhalmazok listdjdt

26. Feladat. Legyen {Z} az a szam, amely megmondja hdny féleképpen oszthatunk
ki n kiilonbozd édességet k tdnyérba gy, hogy ne legyen tires tanyér.

a) Igazoljuk, hogy {7} ={"}.
b) Adjunk rekurzic a ezekre a szdmokra.

Kis paraméter értékekre szamoljuk ki a {Z} szamokat. Az egqyes szamok maogott irjuk
s fel az 6sszeszdmolt lehetdségek listdjdt.

27. Feladat. Egy boltban n-féle képéslap van. k bardtunknak szeretnénk egyet-eqyet
kildeni. A boltban megvesszik az dsszes lapot (k darabot). hdny lehetdségiink van?
(Csak a vdsdrolandd lapokrol kell donteniink.) A vdlasz legyen ((Z))

a) Igazoljuk, hogy ((})) = (7)) =1.
b) Adjunk rekurzidt a ((Z)) szamokra.

Irjuk fel a ((Z)) szdmokat kis paraméter értékek esetén. Az eqyes szamok mdgott
irjuk is fel az 6sszeszamolt lehetdségek listdjdat.
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28. Feladat. [rjuk le ((Z)) szamokat formuldval.
lgazoljuk a formuldt kombinatorikus wuton.

29. Feladat. n dvodds jatszik az udvaron. k kért alakitanak ki (egy gyerek is lehet
kir). A lehetdségek szamat jelolyiik [Z}—val.

a) Igazoljuk, hogy [m =1.
b) Hatdrozzuk meg || értékeét.
c¢) Adjunk rekurzidt a [Z] szamokra.

Irjuk fel a [Z} szamokat kis paraméter értékek esetén. Az eqyes szamok maoqgott irjuk

is fel az 6sszeszdmolt lehetdségek listdjdt.

30. Feladat. A kovetkezd formula rekurziven leir eqy Ny x N, — N, fiiggvényt:

2n ham =1
A(m,n) =<2 ham>1ésn=1
Am —1,A(m,n—1)) ham>1¢ésn>1.

Mi A(4,4) érteke? Mi A(5,5) értéke? Irjuk fel a fenti szdmokat kis paraméter érték-

re. Az elsd két sorban és két oszlopban lévd szamokon til hanyrol tudjuk megmondani
hdny szdmjegyiek?
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