KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Rekurziok

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2014.

1. Rekurzidok sorozatokra

1. Feladat. Egy épitdjatékunk van, amely piros és kék szind, egyforma tégldkat tar-
talmaz (mindegyikbol eleget). A téglik egymdsra rakdsdval n magas tornyot épitink.

a) Hany féle lehetdségiink van?

b) Hdny féle lehetdségiink van, ha szomszédos szinteket kiilonbozd szininek sze-
retnénk?

c) Tegyiik fel, hogy nem engedjik meg, hogy két piros tégla szomszédos szintre
keriiljon? Legyen T, a lehetdségek szdma. Irjuk le a {T,}2°, sorozatot.

2. Feladat. Egy négyzetalaki mezdkbdl alkotott tabldhoz domindink vannak. Egy
domind alakja két élénél dsszeragasztott mezd. A tabat domindkkal szeretnénk lefed-
ni, hogy minden domind két mezdt fedejen le (ne logjon le) és minden mexdt egy
domind fedjen le (a domindk ne keriljenek eqymdsra).

a) Tablank legyen 2 x n méretd. Legyen D, a domindfedések szima. Adjunk
rekurziot a D,, szdmokra.

b) Mi a helyzet, ha triminckkal fediink (hdrom egysorban lévd, eqymdsmelleti mezd
dsszeragasztdasdval kapott alakzat)?

c) Mi a helyzet, ha trimindkkal fediink 3 x n me;retd tablat?
d) MI a helyzet ha domindkkal fediink 3 x n méretd tablat?

e) Eqy két egyszorban lévd mezd és az egyik felett lévd mezd dsszeragasztisdval
kapott alakzatot nevezziik L-alaknak. Hdny fedése van a 2 X n alaki tabldnak
L alakok és domindk segitségével?

3. Feladat. Egy nyilpdr sziletésiik utdan két honappal kezdenek el kolykezni. Ekkor
és ezek utan minden honapban a nostény eqy him és eqy nostény alkotta nyilpdrnak
ad életet (amelyek természetesen szintén a fent leirt szabdly szerint élik életiket).
Hdny nyilpdrunk lesz eqy év milva, ha az év elején csak eqy jszilott nyilpdarunk
van, €s feltételezziik, hogy kéozben eqy sem pusztul el és tovabbi nyulakat madr nem
kapunk?

4. Feladat. Eqgy dbécé hat betibdl dll, az ezeknek megfelelé morzejelek:

I I I I 3

Eqy bizonyos szo tovabbitdsdhoz 12 jelet (pontot, illetve vondst) haszndltak fel, de az
egyes betiknek megfeleld szimbolumokat nem vdlasztottdk el eqymdstol, ezért a szot
tobbféleképpen lehet értelmezni. Hdanyféleképpen?
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5. Feladat. Hdany olyan szigorian névekvd, pozitiv egészekbdl dallo sorozatok van,
amelyek utolso eleme n-nél nem nagyobb és paritdsa n paritisdval azonos, valamint
az eqymdst kévetd szamok paritdsa valtakozik?

6. Feladat. n darab 100 forintosunk van. Minden nap pontosan eqy dolgot vesziink a
kéovetkezok kozil (a zdrdjelben az eqységdr talalhatd): perec (100 forint), fagylalt (200
forint), csokolddé (200 forint). Hatdrozzuk meg azt a k, szamot, ahdnyféleképpen
elkolthetjik pénziinket.

7. Feladat. Legyen x, azoknak az n jegqyid és csak 0,1,2 szamjegyeket tartalmazo
szamoknak a szama, amelyekben bdrmely két szomszédos szamgjegy legfeljebb 1-gyel
tér el eqymastol. Igazoljuk, hogy n > 2-re xp 1 = 2T, + Tp_1.

8. Feladat. Egy négyzethdlds papiron az eqyik O rdcspontbdl kiindulva elkezdink
sétdlni. A sétank lépésekbdl dll. Minden lépés nyugatra, északra vagy keletre vezet
gy, hogy szomszédos rdacspontba érkezziink. Sétdank folyamdn egyik rdacspontot sem
érinthetjik egynél tobbszor. Legyen s, az n lépésbdl dllo, fenti feltételeknek eleget
tevd sétak szama. Adjunk meg olyan linedris rekurziot, amelyet s, kielégit.

9. Feladat. Vegyiink eqy kor alaki asztalt, amely kéril n darab szék van, amelyek
eqy szabdlyos sokszog csiucsaiban vannak elhelyezve. Teqyiik fel, hogy embereket il-
tetink le az asztalhoz gy, hogy ne legyen két szomszédos szék elfoglalva, de ezen
feltétel mellett mdr ne tlhessenek le tébben (azaz két olyan ember kizitt, akik kézott
nem il senki, eqy vagy két tres szék lehet). Egy letltetésnél csak azt nézzik, hogy
mely székeket foglaljuk el. Hdnyféleképpen oldhato meg a letiltetés?

Ey
Fn+1

oszlopvektorok sorozatdra, ahol F,, az n paraméterd Fibonacci-szdm.

10. Feladat. Adjunk rekurziot a

*

11. Feladat. Keressiink olyan geometriai sorozatot, amelynek a harmadik tagjdtol
kezdve minden eleme az eldzd keltd osszege.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két sorozatra teljestil, hogy a harmadik tagjatol kezd-
ve minden eleme az eldz0 kettd osszege, akkor ez a tulajdonsdg 6roklddik a sorozatok
08Szeqge;re €S SzAmszorosara 1s.

13. Feladat. Keressiink olyan folmuldt, amely dltal leirt sorozatnak a harmadik
tagjatol kezdve minden eleme az el6zd kettd dsszege, tovabbd elsd két eleme: 1,1.

14. Feladat. Adjunk meqg olyan linedris rekurzidt, amelyet kielégit az aldbbi sorozat:
° a) an:%-5”+4-3”,
e b)b,=2"4+3-(-1)",

o ¢)c, = 3(VIT—32)" + L(2A=3)n,
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15. Feladat. Legyen A és E eqy szabdlyos nyolcszog két dtellenes csicsa. Eqy béka
az A csicsbol kiindulva kezd ugrdlni. A nyolcszog bdrmely csucsdbol, az E csicsot
kivéve, a mellette lévd csicsba ugorhat. Ha az E csiucsba ér, akkor megdll és ott
marad. — Legyen a,, a pontosan n ugrdasbol allo kiilonbézd utak szama. Bizonyitsuk
be, hogy tetszdleges n pozitiv egész esetén

o1 =0, €5 ag, = % ((2 + \/5)"’1 —(2— \/5)”’1) )

Megjeqyzés: Eqy pontosan n ugrdsbol dllo it a csucsoknak olyan Py, Py, ..., P,
sorozata, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

I Py=A, P,=F,
II. Minden, a 0 <1 <n —1 egyenldtlenséget kielégitd i-re P; kiilonbozik E-tdl.

III. Minden, a 0 <1 <n —1 egyenldtlienséget kielégitd i-re P; és P11 szomszédos.

*

16. Feladat. Az {a,}>2, és {b,}>°>, sorozatokra ay =1, ag = 2, by = 2, by = 1,
és mindkét sorozatra eqy tag az eldzd két tag osszege. Hdany olyan szam wvan, amely
mindkét sorozatban szerepel?

17. Feladat. Legyen {x,}22, a kovetkezd linedris rekurzidval definidlt sorozat:
r =1, 9 =0, r3 =2, Tptl = Tp—2 + 2%p1.

Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak minden m természetes szamra van m-mel oszthato
két szomszédos tagja.

18. Feladat. Adott az
a, =1, as = 12, as = 20, Apt3 = 20p49 + 20,11 — ay,

sorozat. Bizonyitsuk be, hogy 1 + 4a,a,1 négyzetszdm.

2. Rekurzidk két indexes szamseregekre

19. Feladat. Emlékezziink, hogy (Z) eqy n elemi halmaz k elemid részhalmazainak
szdama. Igazoljuk, hogy

a) (g) = (Z) =1, tetszdleges n € N esetén,
b) (i) = () + ((31), ha 1<k <.

A fentiek alajdn irjuk fel a Pascal-hdromszog elsé 10 sordt. Az elsd hat sor esetén
minden szdm mellé soroljuk fel a megszdmolt részhalmazok listdjdt

20. Feladat. Legyen {Z} az a szam, amely megmondja hdny féleképpen oszthatunk
ki n kiilonbozd édességet k tanyérba gy, hogy nelegyen iires tdnyeér.

a) Igazoljuk, hogy {’11} = {Z}
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b) Adjunk rekurzio a ezekre a szamokra.

Kis paraméter értékekre szamoljuk ki a {Z} szamokat. Az egqyes szamok maogott irjuk
is fel az dsszeszamolt lehetdségek listdjdt.

21. Feladat. Egy boltban n-féle képéslap van. k batdrunknak szeretnénk egyet-egyet
kildeni. A boltban meguessziik az dsszes lapot (k adrabot). hdny lehetdségiink van?
(Csak a vdsdrolanddo lapokrol kell donteniink.) A vdlasz legyen (("))

k
a) Igazoljuk, hogy ((}C)) =((}) =1
b) Adjunk rekurziot a ((})) szdmokra.

Irjuk fel a ((Z)) szamokat kis paraméter értékek esetén. Az egyes szdmok mdogott
irjuk is fel az dsszeszamolt lehetdségek listajat.

22. Feladat. Irjuk le ((Z)) szamokat formuldval.
Igazoljuk a formuldt kombinatorikus tton.

23. Feladat. n dvodds jatszik az udvaron. k kort alakitanak ki (eqy gyerek is lehet
kér). A lehetdségek szdmdt jeléljik [} ]-val.

a) Igazoljuk, hogy ["'] = 1.

b) Hatdrozzuk meg || értékeét.

n

k] szdmokra.

¢) Adjunk rekurziot a |

Irjuk fel a [Z] szamokat kis paraméter értékek esetén. Az egyes szamok magétt irjuk

is fel az dsszeszamolt lehetdségek listdjdt.

24. Feladat. A kovetkezd formula rekurziven leir eqy fiigguényt:

2n ifm=20
A(m,n) =< A(m —1,1) ifm>0andn=0
A(m —1,A(m,n—1)) ifm >0 andn > 0.

Irjuk fel a fenti szdmokat kis paraméter értékre. Az elsd két sorban 1évé szamokon
tul hdnyrol tudjuk megmondani hdny szamjegyiek?
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