KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Parositasok grafokban

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2014.

1. Feladat. n jdtékos egyfordulds sakkversenyt szeretne megszervezni (mindenki
mindenkivel pontosan egyszer jatszik) gy, hogy egy nap egy versenyzd csak eqyszer
jatsszon. Mi az a lehetd legrévidebb idd, amely alatt a bajnoksdg a fenti feltételek
mellett megrendezhetd?

2. Feladat. Egy tdrsasdgban mindenki hdarom embert ismer. Bizonyitsuk be, hogy
az ott lévd emberek szdma pdros.

Igaz-e, hogy a fenti tarsasdg tagjai pdrba dllithatok gy, hogy mindenki ismerje
a pdrjat?
3. Feladat. Egy matematikai lap n szami (n > 2) feladatot kozél. Ugyancsak
n szami olvaso mindegyike két feladat megolddsdt kildi be oly modon, hogy az n
szami feladat mindegyikére két kilonbézé megoldds (Gsszesen tehdt 2n megoldds)
érkezik be. A szerkesztd minden bekiilddnek eqy megolddsdt és egyszersmind az n
feladat mindegyikének egy megolddsdt (Gsszesen tehdt n megolddst) akarja kézolni
lapjaban. Lehetséges-e ez mindig?

Bebizonyitando, hogy ha az n szdmi megolddst a feltételeknek megfelelden k-
féleképpen lehet kivdalasztani, akkor k = 2Y, ahol v eqy pozitiv egész szdmot jelent!

4. Feladat. Egy mulatsigon n hélgy és n ur vesz részt; minden hélgy két urat és
minden ur két holgyet ismer. A résztvevdk ugy osztanddk n pdrba (egy ur és egy
hélgy alkotvdn egy pdrt), hogy csak ismerdsok legyenek dsszepdrositva.

5. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezé G grafok esetén v(G)-t:
a) Kn, b)Ch, ¢) Py, d)Sn, €) Ko,

6. Feladat. Egy n x n-es tabldzatot kitoltink az aldbbi mdodon:

1 2 3 ... n—1 n
2 3 4 ... n 1
n 1l 2 ... n—2 n-—1

Milyen n-re lehet kivdlasztani n elemet gy, hogy minden sorbol és oszlopbol eqy elem
szerepeljen, és ezek mind kiilonbozdk legyenek.
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7. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy egy m x 2n-es (m > 1) négyzethdldt le lehet
fedni 2 x 1-es téglalapokkal (dominckkal) két rétegben tgy, hogy egyetlen domindra
se keriiljon eqy teljes domino.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy 2m X 2n-es négyzethdld domindkkal vald tetszdleges
lefedésére ratehetiink eqy mdsik lefedést gy, hogy egyetlen dominora se keriljon egy
teljes domino.

8. Feladat. Elhelyezhetd-e véges sok 2 x 1-es domind a végtelen négyzetrdacs bizonyos
mezdin ugy, hogy ezeknek se kozds éliik, se kozos csucsuk ne legyen, és a megmarado
részt ne lehessen hézagtalanul lefedni 2 x 1-es dominckkal? (Minden egyes 2 x 1-es
domind két szomszédos mezd lefedésére szolgdl.)

9. Feladat. Egy végtelen négyzethdlds papir néhdny négyzetét befeketitjiik (lehet
végtelen sokat is). A befeketitett négyzetek parokban vannak gy, hogy egy pdarbeli két
négyzet szomszédos, mig a kilonbozd pdarbeli négyzeteknek még kézos csiucsuk sincs.

a) Bizonyitsuk be, hogy a maradék négyzetek lefedhetdk 1 x 2-es téglalapokkal.

b) Tegyiik fel, hogy a befeketités m x n-es téglalapokban torténik gy, hogy a
kiilonbozd csoportokban lévd kis négyzeteknek még kéozos csiucsa sincs. Bizonyitsuk
be, ha mn pdros, akkor a maradék négyzetek lefedhetdk 2 x 1-es téglalapokkal, mig
ha mn pdratlan, akkor ez nem sziikségszeri.

*

10. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy dsszefiiggd, eqyszerd G grifra v(G) = 1, akkor
G egy csillag vagy egy hdromszog.

11. Feladat. a) Legyen M, N C E(G) két parositis G-bdl. Bizonyitsuk be, hogy
M U N pontdiszjunkt korokbol és utakbol dll.

b) Legyen M, N C E(G) két teljes pdarositis G-bdl. Bizonyitsuk be, hogy M U N
pontdiszjunkt korokbdl és élekbdl dll.

12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G pdros grif csucsai kizil kijelolhetink v(Q)
darab csicsot ugy, hogy az dsszes él ezek valamelyikét tartalmazza, de v(G) —1 fenti
tulajdonsdgu csics mdr nem jelolhetd ki.

13. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy G grifra v(G) = k, akkor a G graf 2k + 1-
szinezhetd.

14. Feladat. Bizonyitsuk be, ha egqy 2n ponti egyszerd G grdf minden pontjinak
legaldbb n a foka, akkor G-ben van teljes pdrositds.
*
15. Feladat. Hdny teljes pdrositds van a kovetkezd grafokban?
(i) Ku,
(1) K,
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(11i) Ly, azaz a kévetkezd dbran ldthato grdf (L, pontjainak szama 2n).
O A [N bl 4

16. Feladat. Adjunk meg olyan grdifokat, amelyekben pontosan eqy teljes pdrositds
van.

17. Feladat. Hdnyféleképpen lehet eqy 2n X 2n-es sakktdbla mezdi kézil kivdlasztani
n fehéret és n feketét gy, hogy minden sorban és oszlopban egy kivdlasztott mezd
legyen?

18. Feladat. Adott egy végtelen négyzethdlds papir. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges
n-re létezik olyan (nem feltétleniil konvex) sokszdg, amelynek oldalai a racsegyeneseken
haladnak, 2 x 1-es és dominokkal lefedhetd és a lehetséges lefedések szama éppen n.

*

19. Feladat. Egy pdros grafban (amelynél a két szinosztdly elemeit alsé, illetve felsd
pontoknak nevezzik) akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha ugyanannyi alsé és
felsd pontja van, és akdrhogyan vesziink ki also pontokat, minden esetben legaldbb
annyi szomszédja van, mint amennyi a kivdlasztott pontok szdma.

20. Feladat. Egy n x n-es mdtrix minden eleme nemnegativ, és minden sordban,
illetve minden oszlopaban az elemek Osszege 1. Bizonyitsuk be, hogy a mdtrizbol
kiwdlaszthato n darab nem 0 elem gy, hogy minden sorbol, illetve oszlopbol egy
elemet vdlasztunk ki.

21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy reguldris pdros grafban mindig van teljes
parositds.

22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy r-requldris pdros graf élei kiszinezhetdk r
szinnel 1gy, hogy tetszdleges pontba befuto élek kiilonbozd szintek legyenek.

23. Feladat. Egy szigeten n hdzaspdr lakik. Mindegyik hdzaspar eqyik tagja vaddsz,

a mdsik pedig foldmivels. A Vaddszati Minisztérium a szigetet n egyenld, egyenként

A teriiletd vaddszati teriiletre osztotta. Ettdl fiiggetleniil a Foldmidvelési Minisztérium

a szigetenn darab eqyenld foldmidvelési teriiletet jelolt ki. A Hdzassdgiigyi Minisztérium
ragaszkodik ahhoz, hogy eqy hdzaspdr eqy-eqy tagjihoz rendelt vaddszati, illetve foldmivelési
teriilet kozel legyen egymdshoz. Mindenk: nagy meglepetésére a Kiutaldsi Minisztérium
olyan elosztdst tud taldlni, hogy minden hdzaspdr esetén a két kijeldlt foldnek legyen
kozos része. A Valldsi Minisztérium ezt a tényt csoddnak kidltja ki.

a) Mutassuk meg, hogy szd sincs csoddrol. Bizonyitsuk be, van olyan, csak n-
tdl fiiggd o, szdm, hogy bdrhogyan is osztja fel a szigetet a Vaddszati és a
Foldmivelési Minisztérium, o Kiutaldsi Minisztérium eloszthatja a foldeket
ugy, hogy mindegyik pdr két teriletének legaldbb 0, A kizos teriilete legyen.
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b) Hatdrozzuk meg 6, mazximdlis értékét.

*

24. Feladat. Az expedicio titra készen dll, néhdny csomagot még el kellene helyezniiik
az utiladdakban. Sokat bajlodnak, mert a parancsnok nem engedi, hogy hozzdnyiljanak
az eldzd napokban ldddkba rakott dolgokhoz. A probdlkozdsok sordn kideril, hogy
barmely csomag eqy lada kivételével, barmely ldddban elfér; tovdabbd barmelyik laddban
elhelyezhetd valamelyik csomag.

a) Sikeriilhet-e minden csomagot magukkal vinniik, ha a ldddk és a csomagok
szama eqyenld?

b) Adjunk egy eljardst, amellyel a csomagolds véghezvihetd.

25. Feladat. Egy konferencidn szdz résztvevd van. Mindegyik tébb nyelvet ismer.
Barhogyan is valasztunk ki harom résztvevdt, ezek eqymds kozott elboldogulnak tolmdcs
nélkil. Bizonyitsuk be, hogy a résztvevdk dtven kétagyas szobdba elhelyezhetdk gy,
hogy az egyes szobdkba kerildk beszéljenek kézds nyelvet.

26. Feladat. Legyen vions-(G) a mohd algoritmus dltal megtaldlt fiiggetlen élhalmaz
szdmossaga. lgazoljuk, hogy ekkor a pontok tetszdleges w sorbadllitisa esetén

G
UG) 2 visn(G) = L,
27. Feladat. Eqgy 6x6-0s sakktdbldra néhdny domindt helyeztink ugy, hogy mindegyik
pontosan két szomszédos mezdt fed le. Bizonyitsuk be, ha 14 mezd lefedetlen, akkor
legalabb még eqy domind a tabldra helyezhetd a tébbi elmozditdsa nélkiil.

28. Feladat. Egy n x n-es sakktdbldra 2 x 1-es domindkat szeretnénk lerakni gy,
hogy egy domino két mezdt fedjen le. Célunk az, hogy minél tobb domindt tudjunk
elhelyezni. Teljesen véletlenil rakjuk le a domindkat addig, amig el nem akadunk.
Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb n?/3 mezd marad lefedetlen.
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