KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Grafelméleti alapfogalmak

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2014.

1. Feladat. Az aldbbiakban eqy-eqy egyszeri grifot definidalunk. Rajzoljuk le ezeket.

(i) A grif pontjai eqy tetraéder csucsai. Két pont dssze van kitve, ha van koztik
él.

(ii) A grdf pontjai egy kocka csicsai. Két pont dssze van kétve, ha van kéztik él.

(i1i) Egy kor keriiletén vegyiink fel 5 pontot. Grdfunk csicsai a pontok dltal megha-
tdrozott (‘;’) hir lesz. Két hurt osszekdtink, ha nincs kdzos végpontjuk.

(iv) Grifunk 4! csiucsa négy ember lehetséges sorba dllitdsait reprezentdlja. Két
csucs 0ssze van kotve, ha az eqyik sorba dllitasbol két szomszédos ember felcse-
rélésével a mdsik megkaphato.

(v) A grif csicsai Magyarorszag megyéi. Két csics dssze van kétve, ha a megfeleld
meqyék szomszédosak.

2. Feladat. a) Rajzoljuk fel Szeged Tisza Lajos koriton beliili tereinek és koz;tik
lévd egyenes tszakaszok grdfjdt.

b) Rajzoljuk fel lakchelyink kornyékén lévd utcdk grafjdt.

c) Rajzoljuk fel sziildvdrosunk és szomszédos lakohelyek, illetve az dsszekitd or-
szagutak/utak grafjdt.

3. Feladat. Interneten keressiik meg a naftalin, fenantrén és bifenil szerkezetét leiro
grdfokat. Keressiink meg minél tébb molekuldt leiré grdfot.

4. Feladat. (i) A V(G) ={1,2,...,n} halmazon hdiny egyszeri graf adhaté meg?
(i1) Ezek kiézott hany m €éld graf van?

* * *

Egyszert grafok esetén két egyszert graf izomorf, ha pontjaik megfeleltetheték
ugy, hogy az egyikben két pont pontosan akkor legyen Osszekotve, amikor a nekik
megfelel6 pontok a masikban.

A formalis definici6 mogott rejlé fogalom egyszerd és érdemes ,megbaratkoz-
nunk" vele. Egy értelmezése lehet, hogy a G és H grafok izomorfak, ha G pontjai
és élei atnevezhetdk tgy, hogy ezek utan H-hoz jussunk. Ha G és H lerajzolasukkal
adottak, akkor G és H izomorfidja azt jelenti, hogy G lerajzolasaban szereplé pon-
tok és élek folytonosan deformalhatoak gy, hogy a kiillonb6zé cstcsok kiilénbozé
pontokba keriiljenek, és H lerajzolasdhoz jussunk.
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Erdemes (habar nem sziikséges szamunkra) a fogalmat kiterjeszteni tetszéleges
grafokra.

Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és éleik megfeleltethet6k egyméasnak
ugy, hogy egy illeszked§ pont-él parnak megfeleltetett pont-él par is illeszkedjen.
Formalisan: G és G’ két izomorf graf, ha léteznek ¢: V(G) — V(G') és ¢: E(G) —
E(G") kolesonosen egyértelmii raképezésekek (bijekciok) ugy, hogy x € V(G) akkor
és csak akkor illeszkedik az e € F(G) élre, ha ¢(z) illeszkedik a 1 (e) élre. Ha G és
H izomorf, akkor ezt G ~ H-val jeloljiik.

5. Feladat. A kévetkezd grdfok kozil melyek izomorfak?

6. Feladat. [zomorf-e a kovetkezd két graf?

G1: GQZ

7. Feladat. A kovetkezd két grdf izomorf-e?

G]:

8. Feladat. A kovetkezd grafok kozil melyek izomorfak?

GQ: % ; G@ 945
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9. Feladat. A kovetkezd grifok kozil melyek izomorfak?

10. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

HE
5 TR

11. Feladat. A kovetkezé grdafok kozil melyek izomorfak?

gt

12. Feladat. A kovetkezé grdafok kozil melyek izomorfak?
G H I
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13. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?
G H I
14. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

I

G

15. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

G H I

16. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

G H I

17. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?
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18. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

/O 2\ /
// / \ \\\ \a\/@
S o & otob
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19. Feladat. A kovetkezd grafok kézil melyek izomorfak?

20. Feladat. A kovetkezd grafok kozil melyek izomorfak?

D

* * *

Egy graf élei az Osszekotott két csices kozott valamilyen kapcsolatot frnak le
(szomszédsag, ismerettség, kémiai kotés, tizleti kapcsolat, vezettékes Gsszekotottség
...). Gyakran a kapcsolat nem szimmetrikus (példaul az ,ismerni" relacio valojaban
ilyen, ahogy az autos kozlekedés egyiranyu utcai is). Ezen esetek leirasara a graf
fogalmat modositani kell /lehet.

Egy iranyitott graf egy V cstcs- és egy E élhalmaz két relacioval. A K és B
relaciok pontok-élek kozotti relaciok (B, K C V x E). vKe esetén azt mondjuk,
hogy a v csticsbol kifut az e él. vBe esetén azt mondjuk, hogy a v csticsba befut az
e él. Az iranyitott grafsaghoz az sziikséges, hogy minden e élhez pontosan egy csiics
legyen amilﬁl kifut és pontosan egy cstcs legyen, amibe befut.

Ha egy G iranyitott graf K és B relaciojat egy [ illeszkedési relacioba olvassziik
ossze (vle akkor és csak akkor, ha vKe vagy vBe) akkor egy G grafot kapunk. Azt
mondjuk G irdnyitott graf iranyitéasat elhagyjuk. Ha egy G graf minden élére a
railleszkedd két cstcs koziil az egyiket kezdd-, a mésikat végss-csicsnak nevezziik
ki, akkor egy [l iranyitott grafhoz jutunk. Azt mondjuk G irdnyitott graf a G graf
egy iranyitasa.

Egy iranyitott graf lerajzolésa egy graf lerajzolas, ahol minden él esetén a két
végpontja kozott a kezdd és végss szerepket egy nyillal szemléltetjiik. Az irdnyités
elhagyasa a lerajzolas szintjén a nyilak letorlése.

A grafoknal bevezetett fogalmak természetes modon kiterjesztheték vagy modo-
sithatok iranyitott grafok esetére. Csak néhény példat adunk. Egy irdnyitott graf
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éle hurokél, ha ugyanabbdl a cstcsbol fut ki, ahova befut. Két él parhuzamos, ha
ugyanabbol a csiicsbol futnak ki és ugyanabba a csicsba futnak be. Azaz két csucs
kozott futo két él, amelyek oda-vissza (ellentétesen) vannak irdnyitva NEM parhu-
zamosak. Iranyitott grafokban a fokszdm finomitott a graf esethez képest. d*i(u)
az u csucs kifoka, azon élek szama, amelyek kifutnal bel6le (amire K relacioval il-
leszkedik). d"°(u) az u cstics befoka, azon élek szdma, amik belefutnak (amire B
relacioval illeszkedik).

21. Feladat. Igaz-e, hogy eqy eqyszerd grif tetszdleges irdnyitdsdval eqy egyszerd
irdnyttott grafhoz jutunk? Igaz-e, hogy eqy eqyszerd irdnyitott grdf irdnyitdsinak
elhagydsdaval eqy egyszerd grafhoz jutunk?

22. Feladat. Legyen G grif eqy n ponti eqyszerd grdf, amelyben minden pontpdr ko-
é
z0tt halad él. Bizonyitsuk be, hogy G irdnyithato gy, hogy a kapott G' iranyitott grdf-
ban ne legyenek olyan vy, . .., vy pontok barmely k esetén, hogy vivy, Vo3, . .., Vk_1V, VpU1 €

H

E(G) legyen.
23. Feladat. Hdnyféle iranyitdsa lehet eqy G grafnak?
24. Feladat. G a G grdaf egy irdnyitisa. Bizonyitsuk be, hogy dg(x) = d%(x) +
d%(z).

G
25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy Zze\/(ﬁ) d¥(x) = erV(E’) d(x) = |E(E’>)|
26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 3_,cy(q) d(z) = 2[E(G)].

27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden tdrsasdgban azoknak a szima, akik pd-
ratlan sok embert ismernek, pdros szdam.

28. Feladat. Van-e olyan egyszerd grdf, illetve tetszdleges grdf, amely pontjainak
foka:

(i) 0,1,2,3,4,5,6,7
(ii) 3,3,3,8,4,4,4,5
(iii) 3,3,5,5,3,3,3,5.

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy legaldbb 2 ponti egyszerd grafban mindig
taldalhato két olyan pont, amelyek fokszima ugyanannyi.
lgaz marad-e az dllitdas, ha nem eqyszert grdfokat is tekintink?

30. Feladat. Egy 9 tagi tdrsasdgban mindenki pontosan ot mdsik embernek dtad
100 Ft-ot. Bizonyitsuk be, hogy az ajandékozdsok utdin van két olyan ember, akinek
ugyanannyi forinttal vdltozott a pénze.

31. Feladat. Egy kocka éleit tetszdleges maodon megszimozzuk az 1-t6l 12-ig terjedd
egész szamokkal. Ezek utan a kocka minden csicsdba felirjuk az ebbe a csucsba vezetd
élek szamainak 6sszegét.

a) Bizonyitsuk be, hogy a csiucsokhoz irt szamok nem lehetnek mind egyenldk.

b) Vajon egyenldk lehetnek-e ezek az dsszegek, ha az egyik élre irt szamot 13-mal
helyettesitjiik?
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32. Feladat. Egy 20 x 20 darab pontbdl dllo négyzetrdcs pontjai kozil bizonyosakat
pirosra, a tobbieket kékre szinezziik. A pontok szinezése a kdvetkezd mddon meg-
hatdrozza a négyzetrdacs szomszédos pontjait osszekitd szakaszok szinezését: Ha két
szomszédos racspontot azonos szinire szineztink, akkor az dket 6sszekiotd szakaszt is
kiszinezziik a kozos szinre. Ha két szomszédos racspont kiilonbozd szint kapott, akkor
0sszekitd szakaszuk fekete marad.

A piros pontok szama 219, kézilik 39 a hatdron van, de a négy sarok kék. A
fekete szakaszok szama 237. Hatdrozzuk meg a kék szakaszok szamdt.

33. Feladat. Tiz csapat kérmérkézést jdatszik. Mindegyik pdr pontosan egyszer
meérkdzik, és a mérkdzések nem végzodhetnek dontetlenil. Gydzelemért 1 pont jdr,
vereségért 0. Bizonyitsuk be, hogy a csapatok pontszamainak négyzetdsszege mem
lehet tobb 285-nél.

34. Feladat. Egy pingpongbajnoksdgon a tiz résztvevd kizil mindenki eqyszer jdt-
szott mindenkivel. Az egyes versenyzdk gydzelmeinek és vereségeinek szama legyen
rendre T, %, ..., T, tlletve yi,ys, ..., Y10. Bizonyitsuk be, hogy

o+t =Y+

35. Feladat. 4 Kn,ﬁn,Cn,E)n,Pn,]_D)n,Sn (n = 1,2,...) grafoknak hany éle és
hdny pontja van?

36. Feladat. Egy sakkversenyen n nd és 2n férfi vett részt. Mindenki mindenkivel
pontosan eqyszer jatszott. Nem wvolt dontetlen, és a ndk dltal megnyert jatszmdk
szama ugy ardnylik o férfiak dltal megnyert jatszmdk szimdhoz, mint 7 : 5. Mekkora
azn?

*

Egy graf gyakran olyan helyzette ir le, ahol a cstcsok ,résztveviket" jelentenek
és kétféle résztvevd van (szolgaltato /felhasznalo, gyar/raktar, tanar/didk stb.) és az
élk olyan kapcsolatokat irnak le, amely két részvevGje két kiillonbozé fajtajia cstucs.
Az ilyen grafokat parosnak vagy kétrészesnek nevezziik. Fromalisan G paros graf,
ha V(G) = AUB és minden élenek egyik végpontja A-beli, masik végpontja B-beli.
(Specialisan egy parosgrafban nemlehet hurokél).

Kozépiskolai feladatokban a kétféle cstcs gyakran a megfogalmazasban fit/lany
szerepl6kkel van kodolva.

37. Feladat. A K,,,C,,,S,, Py, (n,m =1,2,...) grifok kozil melyek pirosak?
38. Feladat. Az aldbbi dbrdn lathato karikdk eqy telken lévd gyiimélesfikat jelolik.
A

O O O O O
o O O O O
O O O O O
o O O O O
o O O O O
o O O O O

B

Az A-val jelolt fan eqy cinke, a B-vel jelolt fan eqgy rigo il. Iddegységenként mindkét
maddr tole északi, déli, keleti vagy nyugati irdnyban dllo legkozelebbr fak eqyikére
reptl. Lehetséges-e, hogy valamikor mindketten ugyanazon a fdn tlnek?
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39. Feladat. Legyen G eqy pdaros grif A és B szinosztdlyokkal. Bizonyitsuk be, hogy

Y dv) =3 d(v) = |EG)|.

vEA veEB

40. Feladat. Egy klubesten hét lany és hét fiu vett részt. Egy jaték sordn minden-
ki felirta eqy céduldra, hogy az est folyamdn hdny kilonbozd partnerrel tancolt. A
céduldkon rendre a

3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6,6,6,

szamok szerepeltek. — Bizonyitsuk be, hogy valaki tévedett.

41. Feladat. Van-e olyan pdaros grif, illetve egyszeri pdros grif, amelyek fokszdm-
sorozata az aldbbi

(i) 1,2,3,4,4
(i) 2,3,3,6,9,157

42. Feladat. Legyen d; egy vdrosban azon hdzak szima, amelyekben legalabb k
ember él (dy > dy > ds > ...). Legyen c¢; az i-edik hdzban lakd emberek szdma, ahol
a hdzak a lakok szama szerint rendezettek (c; > co > c3 > ...). Bizonyitsuk be, hogy

a) Cl+02+03—|—"':d1—|—d2—|—d3+"',
b) G+ ci+cE+-=d +3dy+5dz+ -+ 2k — V)dp + -+ -,
c) B+di+di+--=c1+3co+5c3+ -+ 2k— 1)+

43. Feladat. Eqgy kormérkdzéses sakkbajnoksdigon két orszdig mindeqyikébdl n ver-
senyzd vett részt. A verseny befejeztével nem volt két azonos pontszami versenyzd.
Bizonyitsuk be, hogy az indulok kézott volt olyan, aki sajdat honfitarsai ellen legaldbb
annyi pontot szerzett, mint a mdsik orszdag képuviseldi ellen.

44. Feladat. Adott néhdny pont, amelyek kozétti szakaszok két szinnel (pirossal
és kékkel) vannak kiszinezve. Tudjuk, hogy bdrhogyan vesszik is a szakaszok dltal
alkotott zdrt tordttvonalak eqyikét, az ebben eldfordulo piros szakaszok szdma pd-
ros. Bizonyitsuk be, hogy a pontok két részre oszthatok ugy, hogy a piros szakaszok
pontosan a kiilonbozd osztdlybeli pontokat dsszekotd szakaszok legyenek.

*

Egy graf regularis, ha minden csticsdnak ugyanannyi a foka. Ha a fokok kozos
k értékét hangsilyozni szeretnénk, akkor azt mondjuk, hogy grafunk k-regularis.

45. Feladat. A K,,,C,,, S,,, Py, Ky (n,m = 1,2,...) grafok kézil melyek regquldri-
sak?

46. Feladat. A sikon adott 1991 pont, amelyeket kiszinezink piros, fekete és zéld
szinekkel (mindegyik szint felhaszndljuk). A kilonbozd szind pontpdrok némelyikét
osszekdtyik eqy szakasszal igy, hogy minden pontbol ugyanannyi szakasz induljon ki.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan piros pont, amely fekete és zold ponttal is 6ssze van
kétve.
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47. Feladat. Egy k-reguldris eqyszerd grafnak hdny pontja lehet?
48. Feladat. Milyen k-ra létezik egy korvonalon

a) 10,

b) 100,

c)n

i dgy, hogy mindeqyik pontosan k mdsikat metsszen?

*

Egy grafbol egy e él elhagyasa/torlése azt jelenti, hogy az élhalmazbol kihagyjuk
az e élt. A maradék élek két végpontja ugyanaz marad. Egy grafbol egy u csics
elhagyasa/torlése azt jelenti, hogy a csuc’shalmazbol kihagyjuk u-t és az élhalmazbol
kihagyjuk azokat az éleket, amleyek illeszkednek u-ra. A maradék élek két végpontja
ugyanaz marad.

Egy G grafnak az R graf részgrafja, ha cstcsok és élek elhagyasaval megkaphato
R a G-b6l. Egy G grafnak az S graf feszitett részgrafja, ha csicsok elhagyasaval
megkaphatdo S a G-bdsl. Egy G grafnak az F graf feszité részgrafja, ha élek
elhagyasaval megkaphaté F' a G-bdl.

49. Feladat. Az eddigiekkel dsszhangban definidljuk irdnyitott grafok részgrdfjait.

50. Feladat. A K,,,C,,, Sy, P, Ko (n,m = 1,2,...) grdfok kozétt hatdrozzuk meg
az dsszes part ugy, hogy az eqyik a mdsik részgrdfia legyen (azaz az eqyik tartalmazzon
a mdsikkal izomorf részgrafot). Hatdrozzuk meg az dsszes pdrt gy, hogy az egyik a
masik feszitett részgrafja legyen.

51. Feladat. Egy 5x5 méreti telket 25 darab 1x1 méretd parcelldra osztottunk. Van
25 mand, akik kozil mindegyik legfeljebb hdarom mdsikat utdl (az utdlat kélesonos).
Bizonyitsuk be, hogy a mandk elhelyezhetdk az egyes parcellakban gy, hogy eqyikiik
sem utdlja a szomszédait. (Két parcella szomszédos, ha van kézds hatdrszakaszuk.)

*

Egy egyszert G graf G komplementere az a graf, amely csticshalmaza ugyanaz
mint G-é, de két cstics akkor és csak akkor szomszédos, ha nem volt az G-ben.

52. Feladat. Tudjuk, hogy G izomorf a komplementerével. Bizonyitsuk be, hogy G
pontszama 4k vagy 4k + 1 alaki.

53. Feladat. Adjuk meg az dsszes 4, illetve 5 ponti grdfot, amelyek izomorfak
komplementeriikkel.

*

Egy G graf L(G) élgrafja az a graf, amely csucsait G élei alkotjak és e, f
két élgrafbeli cstics/két G-beli él akkor és csak akkor Osszekotott, ha van kozos
végpontjuk.
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54. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen G grif élgrifja sem tartalmaz Ss grdfot
(hdrom €li csillag) feszitett részgrdafként.

55. Feladat. Adjunk meg olyan grifot, amely az Ss grdfot nem tartalmazza feszitett
részgrafként, és egyetlen grafnak sem élgrifja.
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