Kombinatorikai fogalomtar

A e jelzi egy definicid kezdetét. o* kiilonosen fontos definicié kezdetét jelzi. A o magyarazat, elnevezés,
olvasat, példa kezdete. Ezeket nem kell a megfeleld definicidhoz leirni. Leirdsa altalaban tulmagyarazast,
félrebeszélést jelent. A leirtak nem egy ,szentirds”. Sokféle megfogalmazds lehet. Vigydzzunk azonban
arra, hogy szavaink sullyal birnak. En csak a lefrtakat tudom figyelembe venni. Kihagyott, elirt jelzok a
definicidkat értelmetlenné, hamissa tehetik. Ha valaki t6bb mddon ki tudja fejezni magat, akkor azt irja le,
amelyik szdmara a legtermészetesebb, kézenfekvs. Tobb helyes definicié megadédsa nem jelent tobb pontot.
Két helyes és egy helytelen definicié megadasa egyértelmiivé teszi, hogy a hallgaté nem érti a fogalmat.

Osszeszamlalsi alapfogalmak

Egy f : A — B leképezés bijekcid, illetve parbaallité leképezés, ha f az A halmaz kiilénbozé
elemeihez kiilénb6z6 elemeket rendel és B minden eleme el6all képként.
o f(a) =b € B elemet a € A parjanak nevezziik. a a b elem pérja.

o* I. kombinatorikus alapelv: Két halmaz akkor és csak akkor azonos elemszamiu ha van koztik
parbaallit6 leképezés.

o 0] =0, [1] = {1}, 2] = {1,2}, ..., [n] = {1,2,...,n} = {i e N: 1 < i < n}, ... standard véges
halmazok.

e H halmaz véges, ha valamelyik standard véges halmazzal parbaallithato.
o Az Ay, As, ..., A, halmazok paronként diszjunktak, ha mindegyik elem legfeljebb egyiknek eleme.
o Alternativ médon: semelyik kettének sincs kézos eleme.

o* II. kombinatorikus alapelv: Ay, As,..., A, paronként diszjunkt halmazok esetén
[AUAs U...UA,| = |A1] + |A2| + ... + |44l
e Az Ay, A5, ..., A, halmazok Descartes-szorzata az a halmaz, amely pontosan azokat az
(a1,a2,...,a,) elem n-eseket tartalmazza, amelyekre a1 € Ay, ag € As, ..., a, € A,. A Descartes-
szorzat jelolése Ay X Ag X ... X A,.
o* III. kombinatorikus alapelv: A, As, ..., A, halmazok esetén
|A1 XAQ X oo, XAn| = |A1||A2||An|

e Egy H halmaz esetén (I,j ) azt a halmazt jeloli, amely elemei pontosan H -nak k-elemii részhalmazai.

° (Z) egy n-elem{i halmaz k-elemi részhalmazainak szdma.
o* Egy M multihalmaz a H halmaz felett, ha

M : H — N.

o M(h) a h elem multiplicitdsa az M multihalmazban. Példdul egy molekula egy multihalmaz a
periédusos rendszer elemei felett. H>O multihalmazban/molekuldban H /hidrogén 2 multiplictdssal
szerepel, O/oxigén 1 multiplictassal szerepel. Fe/vas multiplictdsa 0. Példdul egy sz6 betiikészlete
multihalmaz az abécé elemei felett. A Mississippi szébetiikészletében M multiplictdsa 1, w mul-
tiplictdsa 0, ¢ multiplicitasa 4. Egy pozitiv egész primtényezos felbontdsa egy multihalmaz a
primszdmok P halmaza felett. 168 = 23 - 3 - 7 felbontésban 2 multiplicitdsa 3, 7-é 1, 17-é 0.

e Legyen M egy multihalmaz a H halmaz felett. Az M multihalmaz elemszama

> M(n).
h:he H

e M és N multihalmaz (a H halmaz felett). M rész-multihalmaza N-nek, ha M < N, azaz minden
h € H elemre M(h) < N(h).



o* (%)) ak elemti multihalmazok szdma egy n elemfl halmaz felett.
o* Egy H n-elem@i halmaz sorbadllitdsa egy 7 : [n] = {1,2,...,n} — H bijekcid.
o [n] = {1,2,...,n} a sor pozici6i, H elemei a sorbaéllitott objektumok. = (i) = h jelentése: ,az
i-edik poziciéba a h elem kertilt”.
o* Egy H feletti n-elemii M multihalmaz sorbaallitdsa egy 7 : [n] = {1,2,...,n} — H fiiggvény,
amelyre teljesiil, hogy
{i € [n]: w(i) = h}| = M(h).

o A formula jelentése: , azon pozicidk szama, ahova egy h elem keriil éppen annyi mint a h elem
multiplicitdsa M-ben (ahdnyszor eléfordul h az M-ben)”. 7 egy fiiggvény, a kordbbi figgvényeinkrol
sokszor feltettiik, hogy bijekcié. Itt NEM, m bijekciénak tituldldsa sértés. A fogalom meg nem
értését jelenti (mint méskor a bijektiv tulajdonsdg fel nem tiintetése). Egy tandrnak ezen kis
kiilonbségeket éreznie kell, hogy meggyo6zden tanithasson.

Egy H halmaz permutéacidja egy 7 : H — H bijekcid.

Egy H halmaz korokbe allitdasa H elemeinek diszjunkt nem iires osztdlyokba soroldsa és minden

osztélyon beliil az elemek egy korszerti elrendezése (jobb oldali és baloldali szomszédok kijelolése, hogy

egy kor alaku asztal melletti iilésrend alakuljon ki).

o Egy H halmaz korokbe allitdsa esetén h — , h jobb szomszédja’ egy permutacidja a H halmaznak.
Megfoditva egy permutécié esetén h € H jobb oldaldbra éllitva 7(h)-t, majd annak jobbjdra &llitva
m(mw(h))-t, és igy tovdbb, kialakul egy kor. Ezt minden elemre megtéve H egy korokbe &llitasét
kapjuk. Azaz a permutdcidk és a korokbe allitdsok ugyanazok. Ha egy permutdciéra mint kérokbe
allitdsra tekintiink, akkor a koroket gy hivjuk, hogy a permutacié ciklusai.

e Nytlparok szaporodéasanak kovetkezo szabalyait rogzitjilkk: Egy Gjsziilott par egy hdénapig né és ivaréretté
valik. A masodik honapban egy Uj nyulparnak ad életet és ez igy torténik minden tovabbi hénapban.
Természetesen minden leszarmazott ugyanezen bioldgiai szabdly szerint éli életét.

A t = 0 id6 pontban kapunk egy tjsziilott nydlpart. A tovabbiakban nyulaink nem halnak meg,

jabb nyulat nem kapunk. Jelolje F,, az n-edik hénapban a nyidlpédraink szamét (Fp = Fy = 1, Fy = 2).

Az {F,}>, sorozat a Fibonacci-sorozat. Elemei a Fibonacci-szamok.

o Egy {a,}52, sorozat eleget tesz egy rekurziv szabdlynak/rekurziénak, ha minden elemének értéke
az amit a szabdly el6ir a korabbi értékek fliggvényében.

e A linedris rekurzié egy olyan rekurzié, amelyhez létezik egy k természetes szam és k darab
szdm/egylitthaté gy, hogy a rekurziv szabdly , ha az aktudlis pozicié elétt van legaldbb k tag, akkor
az eléz6 k tagot rendre sulyozd az adott egytitthatokkal és a silyozott elemeket add Gssze”.

o Példaul a,, = 3a,—1 — 2a,—2. Ekkor k = 2, azaz a sorozat minden tagja (a harmadiktdl kezdve)
az el6z6 kettobdl kiszamolhaté ugy, hogy az el6z6 haromszorosat és a masod el6z6 —2-szeresét
osszeadjuk. Példaul a,, = 3a,—1 — 2a,—3. Ekkor k = 3, azaz a sorozat minden tagja (a negyediktél
kezdve) az eléz6 hadrombdl kiszdmolhat6 tigy, hogy az el6z8 haromszorosat, a mésod el6z6 0-szorosét
és a harmad el6z6 —2-szeresét Osszeadjuk.

o Ha adott egy linedris rekurzi6 (egy konkrét k értékkel) és adott a sorozat els6 k tagja, akkor ezen
informacié elég a sorozat leirdasara. A fenti informdcié definidl egy sorozatot: linedris rekurziéval
definialt sorozat. Az els6 k tag felirdsa, majd a szabdly ismételt alkalmazisa tetszOleges elem
egyértelmli meghatarozasat lehetévé teszi.

e A Fy=F, =16 F, = F,_1 + F,_5 (han > 2) linedris rekurzié altal definiélt sorozat a Finonacci-
sorozat.

o A fenti rekurziv leirds és a korabbi nyulas Osszeszamlalési feladatra adott valaszként valé definicié
természetesen ugyanazt a sorozatot irja le.

Gréafelmélet
o* Egy egyszerli graf egy G = (V,E) pédr, ahol V egy véges csicshalmaz, amely -elemeit
cstcsoknak /pontoknak nevezziitk, E pedig G élhalmaza: bizonyos cstcsparok, amelyeket éleknek

nevezink.
o Jeldléssel E C (‘2/)



Egy graf egy G = (V, E, I) hirmas, ahol V egy véges csticshalmaz, E egy véges élhalmaz, I pedig egy
illeszkedési relécié V' és E kozott (egy e € E élre illeszkedd v € V' csticsok az e él végpontjai), amelyre
teljesiil, hogy minden élnek kettd (esetleg egybeesd) végpontja van.
o Egy e él osszekoti két végpontjat. Egy e él két végpontja szomszédos. Egy v csticsnak egy u csics
szomszédja, ha van olyan él, amely két végpontja u és v.
e Egy e él hurokél. ha két végpontja egybeesik.
e c és f élek parhuzamos élek, ha e két végpontja megegyezik f két végpontjaval.
o Az egyszerli grafok és a hurokélek, parhuzamos élek nélkiili grafok azonosithaték (ennek megfeleléen
egyként kezeljiik Oket).
G és H két egyszerti graf izomorf, ha van olyan « : V(G) — V(H) izomorfizmus, hogy z,y € V(G)
akkor és csak akkor szomszédos, ha a(x), a(y) € V(H) szomszédos.
o Az izomorfizmus jeldlése: G ~ H.
Egy G gréf v csicsanak foka

[{e € E: e egy v-re illeszked§ NEM-hurokél}| + 2|{e € E : e egy v-re illeszkedd hurokél}|.

o Egy G gréfbeli v csics fokét d(v) vagy dg(V)-vel (annak megfelelen, hogy az alapgréfot szeretnénk-
e hangstlyozni).
o Ha G egy hurokélmentes graf, akkor egy cstcsanak foka a v-re illeszkedd élek szama.
o Ha G egy egyszerili graf, akkor egy csicsanak foka a szomszédai szama.
Egy séta a G grafban egy
S 1 vp,e1,v1,€2,V2,...,V0-1, €, Vg

sorozat, ahol (1): vg,v1,...,ve csicsok, eq, ..., es élek, tovdbba (2): e; két végpontja v;—1 és v; minden
i=1,2,....0 esetén.
A fenti S séta hossza (, azaz a séta élsorozatdnak hossza.
o A fenti S séta hossza megkaphaté tgy is, hogy a séta csicssorozatanak hosszabdl levonunk egyet.
Egy séta hossza lehet 0 is.
o A fenti S séta kiindulé csicsa vy, végso csicsa vy. Azt mondjuk S egy vouy séta. Azt mondjuk S
v9-bol vp-be vezet. Azt mondjuk S séta Gsszekoti vo-t és vp-t
Egy sétalas esetén van egy t = 0,1,2, ..., ¢ id6 paraméter. t = 0 idopillanatban egy vy csticsban allunk.
az i-edik idépillanatban (i = 0,1,...,£ — 1) a v; csticsban dllunk és vélasztunk egy v;-re illeszkedd e; 1
élt. Az i+ 1 id§ pillanatra dthaladunk az e; 11 élen (a sétdlds egy lépése). Ekkor az e; 1 él v; melletti,
maésik végpontjaba keriiliink; ez lesz v;1.
o Nyilvan minden séta felfoghaté egy sétalasnak és egy sétalas meghatéroz egy sétat. Ugyanarrdl szél
a két fogalom két szemlélet szerint: a statikus és a dinamikus szerint.
Egy G grafban az elérhetdségi relacid egy reliacié a csucsok kozott. w és v csicsok elérhetségi
reldciéban dllnak (jelolésben u ~ v) ha u-bdl elsétalhatunk v-be.
Egy graf akkor és csak akkor graf 6sszefiiggd, ha barmely csicsdbdl barmely masikba el tudunk sétalni.
Egy graf komponenseit gy kapjuk meg, hogy vessziik az elérhetdségi relacié egy ekvivalenciaosztalyat
és a koztiik 1évo éleket.
o Egy graf akkor Gsszefliggd, ha egy komponense van.
Egy séta vonal, ha élsorozatdban nincs ismétlédés.
Egy mohé vonal névelés olyan sétalds, ahol minden 1épésnél olyan élt valasztunk, amelyen korabban
nem haladtunk at.
Egy séta at, ha csicssorozatdban nincs ismétlddés.
Egy mohé 1t novelés olyan sétalds, ahol minden 1épésnél olyan élt valasztunk ami eddig nem latogatott
csucsba vezet.

o Egy séta zardda, ha kezdo és végso csicsa megegyezik.

Egy vo, e1,v1,€2,v2,...,0—1, €g, g séta kOr, ha vy, e1,v1, e2,v2, ..., 0,1 egy Ut (£ > 1), ey egy 1j (eddig

nem szerepld) él, és vy = vg.
o A definici6 szerint minden korben lennie kell élnek (séta, vonal, it esetén ez nem sziikségszerii).
ve = vo miatt egy kor NEM 1t. A zarddo ut egy onellentmondas, ha hossza legaldabb 1. Az 0 hosszu



at zarédod, de nem kor, mert nincs éle. Ha egy élen oda-vissza lépiink, akkor egy kett6 hosszu zarodé
sétat kapunk. Ez nem kor, mert a zarddéast okozd él nem 1j él, hanem egy eddig szereplo él.
Egy gréf fa, ha 6sszefiiggd és kormentes graf.

o A fak alternativ médokon is definidlhatok. Ezek ismerete sziikséges is. A fa definialdsanal azonban
csak egyet irjunk csak le. Néhény alternativ definicié: (i) T fa, ha Osszefiiggd, de barmely élét
elhagyva Gsszefiiggdsége megsziinik. (i) T fa, ha nincs benne kor, de barmely két meglév$ csticsat
egy 1j éllel osszekotve keletkezik benne kor. (iii) T fa, ha barmely két csicsa kozott pontosan egy
at van.

Ha G-b8l G-t ugy kapjuk, hogy G csicsait, éleit (a koztik 1év§ illeszkedéssel) megtartjuk és egy u
j cstcsot és egy e 1j élt hozzdadunk, amely e él egyik végpontja u a masik G egy csicsa, akkor azt
mondjuk, hogy G-t G-bdl aghajtas operacioval kaptuk.

e Egy fa egy csicsa levél, ha foka 1.

Egy gyokeres fa egy (T,r) par, ahol T fa és r egy gyokérnek nevezett kitiintetett csics.
Egy gyokeres faban x cstcs fia egy olyan y csics, ami szomszédja neki és a gyokértol messzebb van
mint z (a gydkérbe vezetd egyetlen 1t y-bdl hosszabb mint z-bdl). Ekkor azt is mondjuk, hogy = az y
csucs apja.
o Minden nem-gyokér csicsnak van apja és ez egyértelmi. Legaldbb egy csics van, amelynek nincs
fia (persze sok is lehet). Olyan cstcsok is lehetnek, amelyeknek sok fiik van.

e Egy gyokeres faban egy levél olyan csics, amelynek nincs fia.
e Egy G gréifban egy e él elhagydsaval /torlésével nyert G — e graf, az a graf amely csticsai G csicsai,

élei E(G) — {e} és minden élének ugyanaz a két végpontja mint G-ben.
Egy G grafban egy v cstics elhagydsaval/torlésével nyert G — v graf, az a graf amely cstcsai
V(G) — {v} elemei, élei E(G) v-re nem illeszkedd elemei és minden élének ugyanaz a két végpontja mint
G-ben.
Az R grif a G gréf részgrafja, ha cstcsok és élek elhagyasdval megkaphaté G-bél.
Az R grif a G gréf feszitett részgrafja, ha csicsok elhagydsival megkaphaté G-bél.
Az R graf a G graf feszit6 részgrafja, ha élek elhagyasdval megkaphatd G-bol.
Egy G graf feszit6faja egy olyan fa részgraf, amely G Osszes cstcsédt tartalmazza.
Egy Euler-vonal olyan vonal, amely minden cstcsot és élt meglatogat.

o Azaz egy séta Fuler-vonal, ha minden élen pontosan egyszer halad 4t és minden csticsot meglatogat.
Egy it Hamilton-at, ha csticssorozata az Gsszes csicsot tartalmazza.
Egy kor Hamilton-kor, ha cstcssorozata az 0sszes cstucsot tartalmazza.
A G graf egy (csics)szinezése egy ¢ : V(G) — P fiiggvény, ahol P-re mint paletta, elemeire mint
szinekre hivatkozunk.
Egy G graf egy c szinezése j6 szinezés, ha minden élre a két végpontjahoz ¢ kiillonb6z6 szineket rendel.
G graf kromatikus szama az a minimélis szam, amekkora méretii palettaval jol kiszinezhetd.
Egy K C V cstcshalmaz klikk egy grafban, ha K barmely két kiillonboz6 eleme szomszédos.
Egy FF C V egy filiggetlen csiicshalmaz egy grafban, ha nincs olyan él, amely mindkét végpontja
F-beli.
Egy M C FE élhalmaz parositas, ha azon pontok szama, amelyek valamelyik M-beli élre illeszkednek
2|M|.
Egy L C V csticshalmaz lefogd (cstics)halmaz, ha miden élnek legaldbb az egyik végpontja L-beli.
Egy gréf lerajozldsa szép, ha élgorbéi nem metszik at egymast.
Egy gréf sikgraf, ha van szép lerajzolasa.
Egy szépen larjzolt G graf G* dudlisa egy szépen lerajzolt graf, amelyet a kévetkezé médon kapunk:
Minden tartomédnyban felvesziink egy dudlis csicsot (,,f6vdrost”), minden él belsejében felvesziink egy
,hataratkelot”. A hataratkel6kbél a két oldalon 1évo egy-egy tartomany févarosaba két gorbét vezetiink,
ami az él két oldaldn 1évé f6varost 6sszekotd dudlis él élgorbéjévé olvad Ossze. Az egyes tartomanyokban
a fovarosbol a hataratkelokhoz vezeto ,,fé1” élgorbéket ugy rajzoljuk meg, hogy ne messék at egymast.
Egy iranyitott graf @ = (V,E,K, B), ahol V egy véges cstcshalmaz, E egy éges élhalmaz, K és B
egy-egy illeszkedési relacio a csicsok és élek kozott. Ha egy e él és v csics K szerint illeszkedik, akkor
azt mondjuk, hogy e kifut a v csticsbdl. Ha egy e él és v csiics B szerint illeszkedik, akkor azt mondjuk,



hogy e befut a v csticsba. Iranyitott graf esetén K-rél és B-rdl feltessziik, hogy minden élre pontosan
egy csucs illeszkedik.

o Egy iranyitott grafra dgy gondolhatunk, hogy lerajzolunk egy grafot és minden élét egy nyilfej
kirakasaval iranyitjuk. A két végpont szimmetridja megbomlik. Az egyik végpontba az él befut, a
maésikbdl kifut.

Egy iranyitott séta a G grafban egy

S :wvg,e1,01,€9,V2,...,V_1,€Ep, Up

sorozat, ahol (1): wg,v1,...,vs csicsok, ey, ..., e élek, tovdbbd (2): e; kifut v;_1-bél és befut v;-be
minden i =1, 2,....¢ esetén.

Egy G irdnyitott graf v csicsanak kifoka a vele K relacioban all6 élek szama. Egy ] irdnyitott graf
v csucsanak befoka a vele B relaciéban &all6 élek szama.

Egy G graf paros, ha cstcsai két osztalyba vannak sorolva (esetleg két osztalyba vannak sorolhaték)
gy, hogy minden élenek egyik végpontja az egyik, a masik végpontja a masik osztalyba essen.

K, az n pontu teljes grafot jeloli, azaz azt az egyszerii grafot, amelyben barmely két kiilon6z6 pont
0sszekotott.

P, az n pontd dtgrafot jeloli, azaz azt az egyszer(i grafot, amely cstcshalmaza {vq,va,...,v,} és vy,
v; pontosan akkor &sszekotott, ha |i — j| = 1.
C,, az n ponti korgrafot jeloli, azaz azt a grafot, amely cstcshalmaza {v1,va,...,v,}, élhalmaza

{e1,€2,...,en} és e; két végpontja v;, v;y1 (hai=1,2,...,n— 1), tovdbbd e, két végpontja vy és vy,.



