KOMBINATORIKA EIOADAS
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Sikgrafok

Eloado: Hajnal Péter 2014.

1. Grafok lerajzolasai

Egy G graf nagyon szemléletesen lerajzolhaté: G kiilonbozo csicsait a sik kiillonb6zo
pontjainak feleltetjitk meg. A v csticshoz rendelt P, pontra mint v (csics)pontja
hivatkozunk. Az élek a két végpontjukat reprezentalé pontok kézott halado folytonos
gorbék. (Ha valaki nem tanulta, nem tudja értelmezni ezt a fogalmat, akkor gondoljon
véges sok végpontjukban kapcsolédd, de at nem metszé szakaszokbdl allo torott
vonalra.) Az e élt reprezentalé gorbe/geometriai objektumra mint az e él élgorbéjére
hivatkozunk. Mindig feltessziik, hogy két kiilonbozo élgorbe véges sok kozos ponttal
rendelkezik.

A pontok és élgorbék , 1athatova teszik” a grafokat. Pont gy, ahogy a grafikonok
a fliggvényeket (a hasonl6 nyelvi elnevezés nem véletlen); pont gy, ahogy a Venn-
diagramok a halmazok rendszerével kapcsolatos problémakat. Persze az dbréazoléas
megértéséhez el kell tudnunk , olvasni” a lerajzolt grafot.

Az egyértelmi olvashatosaghoz néhany megéllapodés sziikséges.

(1) Minden 7, élgorbe csak a két 6sszekdtott csties cstcspontjan halad at, tovabbi
cstucspontokat nem érint.

(2) Ha két élgdrbe bes6 pontjainél taldkozik, akkor dtmetszi egymaést.

Ha nem tennénk az (1) megallapodast, akkor a kovetkezd kétértelmii olvasat
lépne fel:
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Ha nem tennénk a (2) megéllapoddst, akkor a kovetkez6 kétértelmi olvasat 1épne
fel:
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Mindkét esetben a megallapoddsunk az elsé/felsé olvasatot adja, ahol a két
élgorbe zold, illetve kék.

Ha egy lerajzolt grafrdl beszéliink akkor azt (G, p) jeloléssel jelezziik. G egy gréf,
p a csucsokhoz pontok, az élekhez élgorbék rendelése a fenti mdédon.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy nem csak a sikra rajzolhatunk grafokat. Gombre
és mas feliiletekre is rajzolhatunk (s6t magasabb dimenziéba is 1éphetiink).

*

Definicié. (G, p) egy szépen lerajzolt graf (p a G szép lerajolasa), ha semelyik két
¢élgorbe nem metszi at egymast.

Példa. Az alabbi dbran ugyanannak a grafnak egy NEM szép illetve egy szép

lerajzolasat latjuk:
/ K4\
/ 54\

Megjegyzés. Megemlitjiik, ha valaki ismeri a sztereografikus projekciot, akkor konnyen
lathatja, hogy a szép sikra, illetve gombre rajzolas lényegében ugyanaz. A szetreografikus
projekcié egy sikra rakott gombfeliiletet északi sarkabol vetiti le (az északi sark
kivételével) a kiindulé sikra. Ha az északi nem egy cstcspont és nem halad at rajta

élgorbe, akkor ez a vetités egy szép gombre rajzolasbol szép sikra rajzolast készit.
Inverze a forditott feladatot oldja meg.
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Definicié. Egy graf sikgraf ha lerajzolhaté szépen.

Els6 pillantasra azt gondolhatjuk, hogy esetleg néhany probalkozas utan minden
graf lerajzolhaté szépen, azaz minden graf sikgraf. Ez nem igaz.

Miel6tt tovabbhaladnéank megemlitiink egy mély és nehéz tételt. A megfogalmazasa
és bizonyitasa is messze tulhalad ezen kurzus keretei koziil. Intuitiv hozzaallassal a
nem pontos kimondas értelmezhetd, az allitas elhiheto.

1. Tétel (Jordan—Schoenflies). Legyen C egy grdfelméleti kér. Ekkor C' lényegében
eqyféleképpen rajzolhato le szépen a sikra. A kor élgorbéi egybeolvadnak egy zdrodo
gorbévé, ami a sikot egy korldtos és egy nem korldtos tartomdnyra bontjak (amelyeknek
ez a zarodo gorbe kézds hatdra).

Egy n ponti kor egy szép lerajolasa lehet az, hogy a cstcsokat egy szabalyos n-
sz0g csucspontjaiba rakjuk, az élgorbék a koréirt kor megfelelo ivei lesznek. Nevezziik
ezt standard lerajzolasnak. A tétel lényegében azt mondja, hogy minden szép
lerajzolas megkaphaté gy, hogy a standard lerajzolas sikjat deformaljuk (egyszerre
a pontokkal és élgorbékkel).

2. NEM sikgrafok

2. Tétel. K; és K33 nem sikgrafok

K3 5 egy teljes paros graf két harom-elemi szinosztéllyal (a teljesség azt jelenti,
hogy az Osszes 3x3 = 9 lehetséges Osszekotés meg is valosul). A graf nem sikgrafsagat
ugy szokas megfogalmazni, hogy ha adott harom haz és harom kut, akkor lehetetlen
az Osszes, kilenc haz-kut utat megtervezni, hogy koztiik ne legyen atmetszés Ezen
szovegezés utan a graf egy masik hasznalatos neve harom-héz-harom-kut graf.

Bizonyitas. Mindkét esetben indirekt modon bizonyitjuk. Feltessziik, hogy grafunk
lerajzolhato szépen a sikra. A bizonyitas tovabbi része ,ellentmondas vadaszat”.

El6szor vizsgaljuk Kjs-at. Vegyiik észre, hogy van benne Hamilton-kor (hat
éllel). A hidnyz6 hdrom él éppen a Hamilton-kor szemkoztes csticsait koti Ossze.

Tegyiik fel, hogy grafunkat szépen lerajzoljuk. Ebben ott lesz a Hamilton-kor
szép lerajzolasa is. Errdl feltehetd, hogy a standard lerajzolas. A hianyzé harom
élgorbe a lerajzolt kor belsejében vagy a kiilsejében halad. Skatulya elv alapjan
tudjuk, hogy ketté ugyanabban a tartomanyban halad. Ha sziikséges, egy inverziot
alkalmazva egy olyan szép lerajzolast kapunk, ahol két hidanyzo élgorbe a korrdl négy
pontot parosit ugy, hogy éppen a szemkoztes pontok alkossanak part. A koriink
belsejében ez nem lehetséges atmetszés nélkiil.
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K5 esetén hasonléan érvelhetiink. Van Hamilton-koriink, amely lerajzoldsardl
feltehtejiik, hogy geometriai kort alkot. A Hamilton-korén kiviil 6t él van (amelyek
egy Ot hosszi kort alkotnak). Feltehetjiik, hogy koziiliik legalabb hérom lyan, hogy
élgorbéje a kor belsejében halad.

Egyszerii eset analizis mutatja, hogy barhogy is védlasszunk ki harom élt a Ha-
milton-koron kiviil fekvo ot él kozil lesz koztik kettd, amelyeknek nincs kozos
végpontjuk és a geometriai koron 1évé negy végpontjukat szemkoztesen parositjak.
Ujra ellentmondashoz jutottunk. [ |

A fenti két példa nemcsak két véletlen példa nagyon fontos szerpiik van.

Vannak-e mas NEM sikgrafok? Persze. Ha egy grafhoz cstuicsokat és éleket adunk
akkor szép lerajzolasuk tobb feltételt foglal magaba, nehezebb lesz. Ha kiindulo
grafunk nem sikgraf, akkor bovitéssel kapott grafunk sem lesz az. fgy ha egy grafnak
K3 3 vagy K részgrafja, akkor nem sikgraf. Ha grafunkban van 6t elmeti klikk, akkor
nem sikgraf.

K33 és K5 masképpen is ,, bonyolithat6é”, hogy nem sikgrafsaga megmaradjon.
Ha egy G sikgraf egy e = uv élét egy uv uttal helyettesitjiik, amely belso cstcsai 1j
csucsok, akkor G egy szép lerajzoldsaban a . élgorbét feloszthatjuk az 1j csticsokat
reprezentalé pontokkal rész gorbékre, amik az 1t élei reprezentdlhatjék. FEzen a
maédon az 1) graf egy szép lerajzolasat kapjuk. Természetesen az Gsszes éllel megte-
hetjiik ezt.

Definicié. Legyen G egy graf. Minden e = uv élére helyettesitsiik egy P uv tttal,
amely belsO csticsai paronként diszjunktak. A kapott G gréfra azt mondjuk, hogy
egy topologikus G graf.

Ha G-t cstucsokkal, élekkel bovitjiik, akkor a kapott grafra azt mondjuk, hogy
G-t tartalmazza topologikus részgrafként.

1. abra. K5, topologikus K5, egy graf K5 topologikus részgraffal

A korabbi gondolatmenet szerint. ha G sikgraf, akkor egy topologikus G is
sikgraf. Azaz ha egy graf Kjs-at vagy K-t tartalmaz topologikus részgrafként,
akkor nem sikgraf. Az alabbimély tétel szerint K33 és K5 ezen modon generdlja az
osszes példat nem sikgrafokra.

3. Tétel (Kuratowski tétele). G akkor és csak akkor nem sikgrdaf, ha Ks vagy Ks 3
topologikus részgrdfja.
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3. Euler tétele sikgrafokra

4. Tétel (Euler tétele). Legyen (G, p) egy dsszefiggd sikra rajzolt grdf. Ekkor ez
kialakit tartomdnyokat. Legyen T'(G, p) a kialakult tartomdnyok halmaza. Ekkor

TG, p)l = [El+ V] = 2.

Bizonyitas. Minden 6sszefliggd graf magkaphato egy feszitofajabol kiindulva, a mar
meglévo cstucsok kozott élek hozzaadasaval. fgy gondolunk lerajzolt grafunkra és az
élgorbék hozzaadogatasat kovetd indukciéval bizonyitunk.

Kiinduldsként egy n ponti fa esetére kell ellendrizni a tételt. Ekkor |V| = n,
|E| = n—16és |T(G,p)] = 1 (kor hidnydban egyetlen tartomany lesz). A tétel
allitasa teljestl.

Az indukcids 1épéshez nézziik meg, hogy mi torténik, ha két meglévé pontot egy
élgorbével Gsszekotiink. |V| nem valtozik, |E| eggyel né. Egy tartomanyban halad
a gorbe. Hozza kozel két oldalon egy-egy pont ehhez a tartomanyhoz tartozott. A
feszitofaval az 1j él egy kort alkot, aminek lesz egy lerajzolasa. Az el6z0 két pontot
ez a lerajzolt kor elvélasztja. Az a tartomany, amelyben haladt élgorbénk feloszlott
két részre. |T(G, p)| is eggyel né. A bizonyitandé egyenldség oroklodik. [ |

A tétel egyenlésége atalakitva: |T'(G,p)| = |E| — |V| + 2. Specialisan egy
osszefliggd sikgrafot sokféleképpen lerajzolhatunk, de a tartoményok szama mindig
(az élszam és csucsszam segitségével egyszeriien kifejezhetd) kozos érték lesz.

Egy tétel alkalmazhatosagat kényelmesebbé teszi, ha csak a benne szereplo sikgraf
paramétereit hasznalja és nem tartalmaz egy lerajzoldasbol kiolvashaté mennyiségeket.
célunk egy ilyen kovetkezmény igazolasa.

Ehhez a célhoz jobban meg kell vizsgdlni a taromany fogalmat.

Legyen (G.p) egy szépen lerajzolt graf. Legyen 7 egy tartomédnya. A grafra
gondolhatunk dgy, mint egy kerités feliilrol tekintett alaprajza. 7 egy a keritésekre
nem esé pozicid, ahova odaképzelhetjiik magunkat. Keziinket a keritésre tehetjiik
és sétalhatunk. Ilyen médon az Gsszes elérheto kerités mellett elsétalhatunk.

A fogalom — barmennyire szemléletes is — veszélyes. Erre mutat ra az alabbi
példa.

Példa. Az aldbbi abra bal oldalan egy szépen lerajzolt grafot latunk, amelyben két
tartomanyt kiemeltiink. Az egyik z0ld, a masik narancs szinnel van jelolve

Az abra jobb oldalan latjuk a hatar bejarasat. Lathatok a problémak. Nem
sziikségszerii, hogy egy kort jarjunk be. A zold esetben az egyik él mindkét oldalan
ugyanaz a tartomany szerepel. Ezen tartomany hataranak bejarasakor ezen az élen
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kétszer is dthaladtunk (mindkét oldalan végightiztuk a keziinket). A hatdr bejdrdsa
nem is vonal. Ezen hatar hosszdhoz ez az él kettét adott hozza. A piros esetben a
hatar nem Osszefiiggs. Igy a bejaras tobb (a példaban kettd) fazisban torténik.

Definicié. Legyen (G,p) egy szépen lerajzolt graf és 7 egy tartomanya. 7 a 7
tartomany hatdra. |07| az a 1épés szam, ahdny 1épés a fenti hatér-bejarashoz kellett.

Lassuk Euler-tételének egy fontos kovetkezményét.
5. Kovetkezmény. Legyen G eqy eqyszeri sikgraf. Ekkor ha |V| > 3, akkor
|E| < 3|V]| —6.

Bizonyitas. Feltehets, hogy G-hez mar nem hiuzhat6 él (a meglévé cstcsok kozott)
egyszeri sikgraf maradjon. Belathatd, hogy ezen felétel mellett grafunk osszefiiggo.
Rajzoljuk le szépen ezt a grafot.

Egyrészt felirhatjuk Euler tételét:

(G, o)l = [El + V] = 3.

Masrészt egy egyszerii, 0sszefliggo, legalabb harom ponti grafban minden tartomany
hataranak hossza legalabb harom. Adjuk Ossze a tartomanyok hatarhosszat az
Osszes tartomdnyra. minden él kettével jarul hozza ehhez az Osszeghez. Azaz a
végeredmény 2|E/|. Osszefoglalva:

3IT(G, p)| < 2|E).

Héarommal szorozva Euler tételének egyenldségét majd kivonva az utébbi egyen-
16tlenség bal, illetve jobb oldalat a hapott egyenldséghbdl egy olyan egyenlotlenséghez
jutunk, amelyben a 3|T(G.p)| tag kiesik. Rendezés utan addodik a bizonyiitands. M

Egy hasonl6 alkalmazas:

6. Kovetkezmény. Legyen G eqy egyszeri pdros sikgrdf. Ekkor ha |V| > 3, akkor
[E| <2V -4

A bizonyitast nem végezzik el, az el6z6 gondolatmenetet kell elismételni. A plusz
otlet annak felismerése, hogy paros graf esetén egyszeriiség, Osszefiiggoség, legaldbb
harom csics azt is jelenti, hogy minden tartomany hatéra legaldbb négy hosszu.
Azaz 4|T(G, p)| < 2|E|.

Az utolsé elotti kovetkemény egyenlétlenségének Ks, az utolsé kovetkemény
egyenltlenségének K33 nem tesz eleget. Ez egy tjabb bizonyitds arra, hogy Kj
és K33 nem sikgrafok.

Az utolsé el6tti kovetkézménybol a dédik, hogy minden egyszerii sikgréfra 2| E| <
6|V|. Specidlisan 2|E|/|V| < 6. Azaz minden egyszer(i sikgrafban az atlag fokszam
kisebb mint 6. Spacialisan kapjuk:

7. Tétel. Minden egyszeri sikgrdfban van olyan csics, amely foka legfeljebb ot.
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