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Polinomok, & elemi részhalmazok

Eloado: Hajnal Péter 2014.

1. k elemu részhalmazok szama

Egy n elemii halmaznak hany & elemii részhalmaza van?

Mint az Osszes részhalmaz megszamolasanal most is meg kell gy6zédniink, hogy
kérdésiink korrekt-e, azaz egy halmaz részhalmazainak szama ,,csupan” elemszamatol
fligg-e. Két A és B azonos elemszamu halmaz elemei kozott létesitsiink egy ¢ : A
parbaallité leképezést. Mint lattuk ez a leképezés természetes modon hozzarendel
minden A-beli részhalmazhoz egy B-beli részhalmazt mint part. Azt kell észrevenniink,
hogy minden részhalmaz azonos elemszamu parjaval. fgy a fenti leképezést meg-
szoritva A adott (k) elemi részhalmazaira egy pérbadllité leképezést kapunk A k
elemi részhalmazai és B k elemi részhalmazai kozott.

Definicié. Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazainak szamat (Z)—Val jeloljik.

2. Polinomok

Az 2?2 + 2 — 7, 23 — 222 + 32 — 7 alaku kifejezések megszokottak matematikai ta-
nulmanyaink soran. Ezeket polinomoknak nevezziik. A szd gorog eredetii, eredeti
jelentése ,,tobb tag”. A polinom a matematikaban szakkifejezéssé valt, magyarul
tobbtagunak nevezzilk. A polinomokkal kapcsolatos alapismereteket az aldbbiakban
osszefoglaljuk és pontositjuk.

A ,tobbtagi” jelentése: egy polinom egyszeriibb elemekbdl van Gsszerakva. Ezek
az egyszeriibb alkoto elemek az ugynevezett egytaguak, idegen szoval monomok. A
polinomokban ilyen monomokat kotiink ossze ,,+7 jelek segitségével.

Példa. A P =5 — 3z + 223 polinom az 5, (—3)x és 223 monomok Gsszege.

Példa. A Q = 22 + 2% + 2° + 27 + 2'! polinom az 22, 22, 2°, 27 és ="' monomok
osszege.

Egy monom egy szam — amit a monom egyutthatojanak neveziink — és egy betiis
hatvany szorzata. A beti kitevéje a monom foka, vagy a monom tipusa. Két
monom, akkor ugyanaz, ha tipusuk (azaz kitevojiik) és egytitthatéjuk is ugyanaz.

Megjegyzés. Az eddigi példank mindegyike egyetlen betlit hasznalt, de vannak
, tobb betlire épiilé polinomok” is. Ezekben a monomokban az egyiitthaté mellett
a kiillonbozo betiik hatvanyainak szorzata van.

A fentiek utdn azt mondhatjuk, hogy egy polinom kiilénb6z6 tipusi monomok
0sszege.
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Erdemes néhany egyszeriisito megallapodast megfogalmaznunk. A fenti de-
finicicknak eleget tevé polinom példdul 52° + 223 + (—3)x'. A polinomok ismerdsei
szaméara vildgos, hogy ez ugyanaz, mint az elsd példdban szereplé 5 — 3z + 223
polinom. Az x! betlis hatvanyt z-nek, az 52° monomot 5-nek irtuk és a —3 egyiitt-
haté , zardjelét felbontottuk” és a monomok sorrendjét felcseréltiik. A fentiekkel
egyezd polinom 223 + 0x? — 3z + 5, azaz a 0 egyiitthatés tagok elhagyhatdék (illet-
ve beszurhaték). Ezekhez a jelolésekhez mindenki hozzaszokott (amennyiben most
kezd a polinomok tanulmanyozasahoz, akkor hozza kell szoknia).

A fentiek utan azt mondhatjuk, hogy két polinom egyenld, ha 0 egyiitthatés tag-
jainak elhagyasa utan mindketté ugyanazoknak a monomoknak az osszege. Hogy
polinomok egyenlésége konnyen ellenoérizheto legyen, a polinomokat jél megéllapitott
szabalyok szerint {rjuk le (ezt a kovetkezetesség is kivanja): a monomokat a kitevojiik
nagysaga szerint rendezziik. A nagysdg szerinti sorrend kétféle lehet (névekvé vagy
csOkkend), ennek megfeleléen kétféle megallapodas is lehetséges. Mi a kitevok
novekvo sorrendje mellett dontottiink. Ennek megfeleléen egy z betiit haszndalé
polinom altaldnos alakja

ap + a1z + asz® + ...+ ap_12" 1t + apa”.

(Mivel 0 egyiitthatés monomok a polinomhoz hozzdadhatok, illetve beldliik elhagy-
hatdk, ezért feltehetjiik, hogy a kitevék 0-t6l n-ig nének és a,, # 0.)
A polinomok azonosithatok egytitthatéik sorozataval:

p = (p konstans tagja, p linedris tagjanak egyiitthatéja, p négyzetes tagjanak egyiitthatéja,. . .).

fgy a polinomok felfoghatok tigy mint végtelen szamsorozatok, amelyeknek egy id6
utan minden eleme 0. Matematikailga talan ez a ,,legtisztabb”, probléma mentesebb
leirds, de ez egy lényeges tavolodas (absztrakcié) a minden napi gyakorlattol.

*

A tovabbiakban bevezethetjiik a polinomok helyettesitési értékét, definialhatnank
a polinom-fiiggvényt. Tovabba az analizisben megismert fogalmakat alkalmazhatnank
polinomokra. Polinom-fliggvényeket, fliggvényként osszeadhatunk, szorozhatunk,
oszthatunk. Az Osszeg és a szorzat szintén egy polinom &ltal leirhat6 fliggvény lesz.
A hanyados vétele mar kivezethet a polinomok korébol. Ezt az utat tgy irhatjuk le,
mint a polinomok analitikus vizsgalata. Mi nem ezt az utat kovetjiik.

A polinomok alapmiiveleteit bevezethetjiik masképpen is. Leirjuk, hogy két poli-
nom Osszege, ami egy polinom lesz milyen egyiitthat sorozata lesz a két osszeadando
egyiitthato sorozatatol fiiggben. fgy anélkiil, hogy tudnank két polinom &ltal jelen-
tett két fliggvényt fel tudjuk {rni az 6sszegpolinomot. Hasonléan cselekedhetiink a
szorzasndl is. Ezt az utat szokatk formadlis, vagy algebrai szemléletnek nevezni. Mi
ezt kovetjiik.

A két szemlélet koziil egyik sem magassabb rendii a masiknal. Jél kiegészitik
egymast és kiilonbozo kérdéseknél mindegyiknek meg lehet a maga elonye. Mi azért
valasztottuk az algebrai targyalast mert ez ad lehet6séget, hogy egy harmadik sze-
mel’elt moédot is megmutassunk. Ez a kombinatorikus szemlélet maéd.

Célunk nem az, hogy egy matematikailag pontos bevezetést adjunk. Feltessziik,
hogy az olvas6 mar ismeri a polinomokat, dolgozott polinomokkal. Szeretnénk tu-
datositani a munka alatt felmertilt és talan ki nem mondott problémaékat.
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* * *

Két polinom osszegében egy adott tipusi monom egyiitthatéja az Osszeadas egy-
egy tagjaban szereplé megfelel tipusu tagok egyiitthatdinak osszege. Eddig az
egyiitthatokrél nem emlitettiink semmit, azon til, hogy azok szamok. Mi altalaban
valés szamokat hasznalunk egytitthatoként. A fentiek alapjan a polinomokat akkor
tudunk Osszeadni, ha az egyiitthatdikat 6ssze tudjuk adni. Azt is mondhatjuk, hogy
a polinomok 0Osszeadasat visszavezetjiik az egylitthatok osszeadasara.

Példa. (223 — 3z +5) + (—2?+ 32 +2) = (52° + (=3)x + 022 + 223) + (22° + 32! +
(=22 +02%) = (5+2)+ ((=3) +3)z + (0 + (=1))z* + (2 + 0)2® = 7 — 2? + 223,

*

A szorzas definiciéja el6tt el8szor definidljuk a monomok szorzatdt. Az ax® és 37
monom szorzata is egy monom lesz, egyiitthatdja a- 3 és kitevoje i+ j. Ezekutan két
polinom szorzatat gy szamoljuk ki, hogy mindegyikbdl kivesziink egy-egy monomot,
ezeket Osszeszorozzuk, majd az Osszes lehetséges mdédon nyert szorzat monomokat
Osszeadjuk (Osszegytijtjik).

Példa. (5 — 3z + 223 ) (2 + 3z —2%) = (5)(2) + (5)(3x) + (5)(—2?) + (=37)(2) +
(—3)(32)+(=32)(—2?)+(22°)(2)+(22°) (3z)+ (22°) (—2?) = (10)+(152)+(—52%)+
(—62) + (—922) + (323) + (423) + (62*) + (—22°) = 10 + 9z — 1422 + T3 + 62* — 22°.

* * *

Tegyiik fel, hogy a P polinom egyetlen hatarozatlant hasznal, z-et. Ekkor [z]P
az 1 tipusi monom egyiitthatéja P-ben. Ha P az 1.1 példaban szereplé polinom, ak-
kor [z?]P = 2. Ha P lefrdsaban ilyen tipusti monom nem szerepel, akkor a megfelel$
egyiitthat6 értékét O-nak vessziik. Igy ('] P minden i természetes szamra értelmezve
van. Mivel egy P polinomban véges sok nem nulla egyiitthatéju monom szerepel
ezért az [2']P (i = 1,2,...) sorozat egy id6 utdn azonosan 0 értéket vesz fel.

Két polinom egyenléségét a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg: P és @) poli-
nomok egyenlék, ha minden 7 természetes szamra [2]P = [2']Q. Ezt tgy is kifejez-
hetjiik, hogy egy polinom azonosithaté egytitthatéinak sorozatéval.

Egy P polinom fokszdma deg P = max{i : [¢']P # 0}.

*

Ha polinomokkal dolgozunk, meg kell adnunk, hogy milyen szamok lehetnek az
egyiitthatok és milyen hatarozatlant vagy hatarozatlanokat hasznalunk.

Matematikai tanulmanyaink alatt az altalanos és kozépiskolaban mindenki talalkozik
az egész szamokkal, raciondlis szamokkal, valés szamokkal. Egyetemen, illetve
mas tanulmanyok soran komplex szamokkal, kvaterniékkal, oktanokkal, p-adikus
szamokkal, Gauss egészekkel, algebrai szamokkal, mod p szamokkal is talalkozhatunk.
0,1,2 felfoghaté mint egész szam és felfoghaté mint mod 3 szam. A 14+2 =0
egyenloség mod 3 szamolva helyes, mig a benne szereplé szamokat egészeknek fog-
va fel az egyenlOség természetesen nem igaz. Lattuk, hogy az egyiitthaték kozotti
szamolasi szabalyok fontosak. Ezekre épitve definialjuk a polinomokkkal valé szamolési
szabalyokat is.
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Az els6 példaban P egy x hatarozatlant, egész egyilitthatds polinom. Ezt tgy
jeloljik, hogy P € Z[x]. Z[x] az x hatdrozatlant, egész egyiitthatds polinomokat
tartalmazza. Tehat az egytitthatok lefrasa utan (Z az egész szamok szokésos jelolése)
egy szogletes zardjelben a hatdrozatlant tiintetjiik fel. Ha tehat P € Z|x], akkor
[2%] P egy egész szam. R = —1+ 1y* € Q[y], azaz az R polinomban y a hatdrozatlan
és az egyiitthaték raciondlisak. S = 7w + v/22° € R[z], azaz az S polinomban z a
hatarozatlan és az egytitthatok valdsak.

Megjegyezziik, hogy gyakran valasztasunk van arra, hogy az egyiitthatok milyen
algebrai strukturabdl kertilnek ki. Egy egész egytitthatds polinom felfoghatd valds
vagy komplex egyiitthatos polinomként is. Az egytitthatékkal valé alapmiiveletek
értéke nem fiigg attol, hogy valds, komplex vagy ,,csak” egész szamoknak tekintjiik
6ket. Figyelniink kell azonban arra, hogy milyen kérdést vizsgalunk. A valasz fiigg-
het attol, hogy milyen egyiitthatékat engediink meg. Erre egy példa lehet masodfoku
polinomok faktorizacidja: Ha 1 + 2%t R[z] egy elemének tekintjiik, akkor azt nem
frhatjuk fel két (R[z]-beli) elséfoki polinom szorzataként; ha 1 + z-t Clx] egy
elemének tekintjiik, akkor 1 + 22 = (i + x)(—i + x).

A tovabbiakban csak valés egyiitthatos polinomokkal foglalkozunk.

*

Uj jeloléseinkkel irjuk le a polinomok Osszegének és szorzatanak definicidjat.

Legyen P,Q € R[z] két polinom. Osszegiik P + Q. Ahhoz, hogy ezt definialjuk
meg kell mondanunk, hogy mik P+(Q egytitthatéi. Az ismert definiciét jeloléseinkkel
a kovetkezoképpen formalizalhatjuk:

[2"[(P + @) = [2"]P + [2"]Q.

A két polinom szorzata P - (). A szorzatot a kovetkezd formula definialja:

2"(P-Q) = Y _ [P [/]Q.

i+j=n

Az Osszegzésben természetesen ¢ és j természetes szamok.

* * *

Az 6sszadds és szorzas kommutativ, asszociativ és disztributiv. Azaz P, Q € R[x]
esetén P+Q =Q+ P, (P+ Q)+ R=P+(Q+R), PQ=QP, (PQ)R = P(QR)
és (P+Q)R=PR+ QR.

Ezek ellendrzése egyszert. Példaul P-Q) = Q- P ellenorzéséhez azt kell megnézniink,
hogy a két oldal esetén egy bizonyos tipusu tag egyiitthatéi azonosak-e. Az el-
lenorizend6 allitast az egytitthatokra felirva olyan egyenloségeket kapunk, amelyek-
ben csak az egytitthaték szerepelnek:

P = Y, BIPRQ,

illetve

2"(QP) = Y [2']Q[a]P.

1,JENi+j=n
A két szam egyenlOségét kell ellnérizni, aely ellenérzés folyaman a szamokra megis-
mert szamolasi szabalyok alkalmazhatok.
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Megjegyzés. A képzett olvaso esetleg tudja, hogy a szamfogalom a komplex szamokaon
tul is kiterjeszthetd. bevezethetok a kvaterniok, amelyek szorzasa mar nem lesz
kommutativ. A kvaternio egyiitthatéju polinomokrdl is beszélhetiink és ezekre is
alkalmazhaté az Osszeadds és szorzas definicidja. Ebben az esetben a polinomok
szorzasa nem lesz kommutativ.

A fent ismertetett szamoldsi szabalyok koziil egy ellenérzését részletesen is elvégezziik.
1. Tétel. Legyen P,Q, R € Rlz]. Ekkor (PQ)R = P(QR).

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy [z"](PQ)R = [x"] P(QR) minden n természetes
szamra. Az egyenl6ség bal és jobb oldalat kiilon alakitjuk.

2"(PQR= > [|(PQ)|R

i,jENt+j=n
S ( 5 [kam@) R
i,jENsidj=n \kIEN:k-+HI—=i

- Y Y PR
= Y @MPRIQWIR.

k,,jeEN:k+I+j=n

A [2"]P(QR) egyiitthato kiszdmitasa hasonléan elvégezhetd és ugyanerre az alakhoz
jutunk. |

Az asszociativitds fontos kovetkezménye, hogy beszéhetiink a PQ) R harmas szor-
zatrél. A kommutativitds miatt a tényezdk sorrendje is tetszéleges, igy egy harom
eleml polinomhalmaz esetén is jél értelmezett szorzatuk. A fenti bizonyitds egy
kiszamitasi modot is ad a harmas szorzatra. Mindegyik polinomot fogjuk fel, mint
egy-egy zardjelbe irt monomok Osszegét. A szorzatot gy kapjuk, hogy az Gsszes
lehetséges modon kivalasztunk egy-egy monomot a harom zardjelbol, 6sszeszoroz-
zuk azokat, majd az igy kapott monomokat Osszegytijtjiik. Ez as zabaly n-tényezos
szorzatra is elmondhat6. Azaz

[z"(PQR...YZ) = > ('] P[2’]Q[z*|R . .. [z°]Y [2] Z.

i+j+k+...4+s+t=n

Azaz

Tobbtényezos szorzatban egy monom egyiitthatojat ugy hatarozzuk meg, hogy
(1) Minden zardjelbdl tgy vélasztunk ki egy-egy monomot, igy hogy az ezek-
ben szereplé hatarozatlan hatvanyainak szorzata a kivalasztott tipusu legyen.
(2) Ekkor a kivalasztott monomok egytitthatéit Osszeszorozzuk.

(3) Ezt az Gsszes lehetséges modon megtessziik, az eredméneyeket Gsszegezziik.
A megfelel$ egytitthato-szorzatok osszege lesz a szorzatban a keresett egytutt-
hatd.

Polinomok, k elemii részhalmazok-5



* * *

Az alabbiakban egy feladattal vilagitjuk meg a polinomokkal kapcsolatos eddigi
fogalmakat

2. Feladat. Lehetséges-e két kockdt gy ,cinkelni” (tehdt az eqyes szamok dobdsanak
valdszindiségét ugy megudltoztatni), hogy a feldobdsok utdn kapott szamokat dsszead-
va 2-tol 12-ig minden lehetséges osszeg bekovetkezésének valdszinisége ugyanannyi
legyen?

Eloszor is nevezziik el a keresett valdszintiségeket. Jelentse pi, po, p3, pa, Ps, Des
illetve q1,q2, g3, q4, 5, s az egyes kockak esetén a megfeleld szam valdszintiségét.
Annak valészintiségét hogy a két kockaval egyiitt dobva a kapott szamok Ossze-
ge n legyen, jeldljik s,-nel (n = 2,3,...,12). FEgyszertien lathaté, hogy s, =
Zi,j€{1,2,...,6}:i+j=npiqj7 ahol

Eddig harom véges sorozatot vezettiink be. Flizziik 6ssze ezeket a sorozatokat x
hatvényaival egy-egy polinomma: P = pix + pax? + p3z® + paz + psa® + pea®, Q =
QT+ Ppr? + g+ a4+ g’ +qeab és S = sex? + 5323+ st 4. . 519212, Ezzel hdrom
R[z]-beli polinomhoz jutunk, amelyekben az i tipusi monom egyiitthatéja egy ¢
eredményti dobas valdszintiségét fejezi ki. Ekkor a valdszinliségek kozti Osszefiiggést
nagyon tomoren fejezhetjik ki: PQ) = S.

A feladat olyan p; és ¢; szamok létezését kérdezi, amelyeknél so = s3 =54, = ... =
S19 = 1—11 teljestiljon. A polinomok nyelvén ez azt jelenti, hogy olyan P, Q € R[x]
polinomokat keresiink, amelyekre

x2

—11(1+x+x2+x3+...+x10) (1)

PQ
teljesiil.

A feladat eredeti, ,, hétkoznapi” szovegét leforditottuk a ,, polinomok” nyelvére.
A forditdsunk nem tokéletes. A kiinduld sorozatok tgynevezett valdsziniiségi el-
oszlasok. Azaz példaul a p; szamok nem-negativak és Gsszegiik 1. fgy példaul a P
polinom egyititthatéi nem-negativak és az x = 1 helyettesitéssel az értéke 1.

Belathatjuk, hogy nincsenek ilyen P és () valds egyiitthatés polinomok. Tegyiik
fel, hogy mégis vannak. Ekkor az (1) egyenletet 11(z — 1)-gyel szorozva és z>-tel
egyszerisitve

11(z — 1)59 =zt -1
T
is teljesiil.

Ebbdl az egyenloséghdl ellentmondasra kovetkeztetiink. Indoklasunk az analiti-
kus szemléletet hasznélja. Az egyenlet bal oldala és jobb oldala is definial egy-egy
fiiggvényt. Nevezziik ezeket b és j : R > R fiiggvényeknek. A két oldal, mint
polinom azonos, igy azonos valds fiiggvényeket definidlnak.

A jobb oldal &ltal definilt j fiiggvény egy szigortian monoton figgvény. Igy
pontosan egy (valds) gyoke van. Ez x = 1 és ennek a gyoknek multiplicitasa 1.
A bal oldal altal definidlt b fiiggvénynek legaldbb 3 valds gyoke van (az esetleges
multiplicitdsokat is szdmolva), hiszen P/x és Q/x is 6t6dfoku polinom, azaz biztos
van valés gyokiik.
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Az ellentmondés igazolja, hogy a kért cinkezés nem lehetséges.

Megjegyezziik, hogy a megoldas moddszere nem teljesen homogén, analitikus
és algebrai személet keveredett benne. Ennek oka az egyszerliség volt. Algebrai
eszkozokkel kimutathattuk volna, hogy 1 + 2 + 22 + ... + 2!° nem frhaté fel két
otodfok polinom szorzataként R|x]-ben.

3. Binomialis tétel

A binom magyarul két tagot jelent. Az alapkérdés, amit az aldbbiakban megol-
dunk, hogy hogyan lehet kéttagu kifejezéseket hatvanyozni. A legegyszeriibb binom
kifejezés, az 1 + x hatvanyainak meghatarozasa elegend6 célunk eléréséhez.

(14 z)" = i; (?) z'

Bizonyitas. Végezziik el az (1 + z)(1 + z)...(1 + z) polinom szorzast. Ehhez
valasszunk ki minden tényezobdl egy-egy tagot. Minden tényezd esetén a valaszthatd
tag 1 vagy x.

n tényezénk van. FEzek azonosithaték a U = {1,2...,n} halmaz elemeivel.
Az i-edik tényez6 esetén a két valaszthatd tagnak , nyilvanitsunk egy jelentést”.
Ha az 1-et valasztjuk, akkor az jelentse azt, hogy az i elemet nem rakjuk bele U
egy részhalmazaba, ha pedig az x-et valasztjuk, akkor ez jelentse azt, hogy az i
elemet belerakjuk U egy részhalmazdba. Ezzel a ,jelentéssel” a tényezokbdl torténd
monomok valasztdsa megfelel az U halmazbdl egy részhalmaz kivalasztasdval és
forditva. A kovetkezd abra egy 3-elemi halmaz esetén mutatja ezt be.

3. Tétel (Binomialis tétel).

(1+X)(T+X)(1 +Xx)=

TT4+T IX+HTXTHTXXEXT T4HX T XXX T4HXXX

LIRS E ¥

1. abra.

Egy részhalmaznak megfelel tag kitevGje a halmaz elemszédma lesz, azaz H-nak
2l monom felel meg. Igy az z* tipusi monomok szdma annyi lesz, amennyi az
{1,2,...,n} halmaz k-elemi részhalmazainak szdma. [ |

A fenti tétel utan érthetd, hogy az (Z) szamok neve binomialis egyiitthatok.

Foglaljuk 6ssze a fenti megoldas 6tletét: A polinomok szorzasanak definicidja bi-
zonyos monomok 0sszegytujtését kivanja. Mi jelentést adtunk az egyes monomoknak,
esetiinkben ezek részhalmazokat azonositottak. Egy monom tipusa megegyezett a
megfelel6 részhalmaz egy paraméterével (esetiinkben elemszamaval). fgy a poli-
nom rendezése utdn, az egyes egyiitthaték egy adott paraméterrel (elemszammal)
rendelkez6 halmazokat ,, szamoltak Ossze”.
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A kovetkez6 hétkoznapi analdgia talan jobban megvilagitja a helyzetet: Gondol-
junk arra, hogy az {1,2,...,n} halmaz sszes részhalmaza , felsorakozik és elhalad
el6ttink”. Amikor megszdamoljuk a részhalmazokat, akkor mindegyik , elvonuld”
részhalmaz esetén egy 1-est jegyziink fel (egy vonast hiizunk), majd amikor végeztiink,
akkor ezek Osszessége megadja a keresett szamot. Az alabbi dbra egy 3-elemii halmaz
esetén mutatja be ezt.
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2. abra.

A mi polinomunk ennél érzékenyebb. Minden részhalmaz elvonuldsa esetén egy,
a részhalmaz nagysagaval megegyez6 tipusi monomot jegyzink fel. Ezen mono-
mokat foglalja magédba a szorzat-polinom. Tehat a feljegyzés nemcsak azt a tény
foglalja magaban, hogy elhaladt el6ttiink egy részhalmaz, hanem azt is, hogy mek-
kora volt a részhalmaz. Persze mindkét esetben feljegyzésiink feledékeny volt, hogy
pontosan melyik részhalmaz vonult el, az a feljegyzésbdl nem deriil ki. Ha pontos
,kédolast” kivanunk, akkor megtehettiik volna, hogy az =¥ = 2* - 1% monomban
szereplo tényezok sorrendjénél figyelembe vessziik melyik tényez6 melyik zardjelbol
jott. Az igy kapott (példaul x11x1xx11 alaki) monom , emlékezik”, hogy melyik
részhalmazbdl eredt.

A binomidlis tétel fenti bizonyitdsanak otlete nagyon fontos. Ennek az otletnek
egy tovabbi alkalmazasat tekintjiik. Ez a Kiirschak Jézsef matematikai emlékverseny
1987. évi versenyébol valo.

4. Feladat. A és B a kovetkezd jatékot jdtssza: az elsé 100 pozitiv egész koziil
véletlenszeriien kivdlasztanak k darabot és ha ezek dsszege pdros, akkor A nyer,
eqyébként B. A k milyen értékeire lesz eqyenld A és B nyerési esélye?

Ebben a feladatban a valdszintiségszamitasi nyelvezet nem lényeges eszkoz. Erdemes
kikiiszobolniink a véletlennel kapcsolatos kifejezéseket. Az {1,2,...,100} halmaz-
nak (120) darab k-elemi részhalmaza van. FEzek koziil bizonyosakba esoé szamok
Osszege paros. Legyen ezek szdma ag. A tobbi részhalmaz esetén a benne 1évo
szamok 0Osszege paratlan. Ezek szédma legyen by. Nyilvanvaléan ay + by = (120). A
nyerési esélye ay,/ (120), mig B nyerési esélye by, / (120) (j6 esetek szama osztva az Osszes
esetek szaméval). A feladat ennek a két nyerési esélynek az Gsszehasonlitasaval kap-
csolatos. A két esély nagysagrendi viszonya azonos az a;, és by szamok nagysagrendi
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viszonyaval. Ez pedig kiolvashaté az wp = ai — by szamok elgjelébol: Ha wy < 0,
akkor B nyerési esélye nagyobb; ha wp = 0, akkor A és B nyerési esélye azo-
nos; Ha wy, > 0, akkor A nyerési esélye nagyobb. Tehat a feladat kérdésének egy
atfogalmazasa: hatdrozzuk meg azokat a k szamokat (k = 0,1,...,100), amelyekre
wg = 0. Mi ennél tébbet fogunk dolgozni: pontosan meghatarozzuk az wy, értékeket.

Példa. wy = 1. Egyetlen 0-elem® halmaz van, az tireshalmaz. Az eddigiekben
err6l nem szoltunk, de az elfogadott megallapodas szerint az ,, ires-halmaz elemeinek
Osszegét” és altalaban az iires Osszegeket O-nak definidljuk. Tehéat az iires-halmaz
A-nak kedvez.

w; =50 —50 =0. A 100 darab 1-elemii halmaz kozott 50 darab tartalmaz paros
szamot és 50 darab tartalmaz paratlan szamot.

Wy = 2(520) —50-50 = —50. Egy két elemli halmazban 1év6 szamok Osszege akkor
lesz paros, ha az 50 péaros szam koziil valasztottunk kettot, illetve ha az 50 paratlan
szam kozul valasztottunk kettot. Paratlan osszeghez egy péros és egy paratlan
szamot kell valasztanunk.

A feladat megoldasdhoz a P(x) = wy + w1 + ... + wigez'® polinomot fogjuk
vizsgalni. Mielott ehhez hozzédkezdenénk, vizsgaljuk meg az analég polinomot az

ap + by, = (120) sorozat esetén. Ez a

100Y , (100\ 100\ 5 (100) g
0 1 2 7100

polinom lesz. A binomidlis tétel megmondja, hogyan irhaté fel ez a polinom szor-
zat alakban: (1 + 2)'. A bizonyitas otelete alkalmazhaté problémédnk esetén is.
Az wp = aj — b szamokat is értelmezziik igy, mint egy Osszeszamolast. Ez kissé
furcsanak tiinhet, hiszen értéke negativ is lehet. Az el6z6 megszamlasi torténetet
ugy modositjuk, hogy az elhaladd részhalmazok esetén, ha az Gsszeg paros, akkor
egy l-est, ha paratlan, akkor egy —1-est jegyziink fel. Az Osszes k-elemi részhalmaz
elvonuldsa utan feljegyzéseink Osszege éppen wy lesz:

@ _
v 'y
(-1) T + (-1)

Ha feljegyzéseink kozben érzékenyebbek vagyunk és lejegyezziik a megfeleld részhalmaz
elemszamat is, akkor —z* és zF-monomokat frunk le. Az ,6sszes részhalmaz elvo-
nuldsa” utdn a feljegyzett monomok osszege a P(x) = wo + wix + ... + wiger®
polinom lesz.

Polinomok, k elemii részhalmazok-9



A P(z) polinom egyenl$ lesz a 100 tényezébol allé (1 — z)(1 + x)(1 — z)(1 +
x)...(1 —x)(1 + z) polinom-szorzattal. Legyen a hozzarendelés az i-edik tényezo
1 tagjdnal a ,nem vélasztjuk ki az i elemet”, mig a (—1)"z tagndl a , kivdlasztjuk
az 1 elemet”. A polinom szorzas definiciéjabol eredé6 monom-szorzatok 1jbdl egy
részhalmaz kivédlasztdsanak felelnek meg. A megfeleld szorzat kitevéje a halmaz
elemszdma. De lesz egy elgjel is. Ez azt mondja meg, hogy paros sokszor vagy
paratlan sokszor valasztottunk —z-es monomot. Azaz a kivalasztott részhalmazban
paros vagy paratlan sokszor szerepel paratlan szam. Azaz a részhalmazban szereplo
szamok Osszege paros vagy paratlan. Tehat egy részhalmaznak megfelel6 monom-
szorzat egyenlo lesz a részhalmazhoz tartozé ., feljegyzéssel”.

Azaz

wo+wiz+ .. Fweer'™® =1 -2)1+2)(1—2)(1+2)...(1—-2)(1+2z)=
(1-2)°(1+2)"=(1-2")"= Z(—w’ <5¢0) %

Polinom egyenléség két végén szereplé polinomok egyenlok, azaz a megfeleld
egyutthatoik egyenlok. Azaz

0, k=20+1
wp =9 (), k=
_(21521)7 k=Al+2.

Ebbdl kiolvashato, hogy paratlan k esetén a jaték igazsagos, 4-gyel oszthatd k
esetén A nyerési esélye jobb, mig a maradék esetekben (k = 2 (mod 4)) B nyerési
esélye jobb.

4. A Pascal-haromszog

1
1 1
1 2 1
1 3 4 1
1 4 6 4 1
1 d 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

5. A Pascal-harmszog szamainak paritasa

5. Tétel. Legyen a egy paros és b eqy pdratlan szdm. Ekkor (Z) paros.

Bizonyitas. Az allitast szemeléletesen fogjuk demonstralni. Megadunk egy A a
elemi halmazt és ennek b elemi részhalmazait parokba allitjuk. Az A halmaz elemei
legyenek egy (a/2) x 2-es sakktébla mez6i. Erre a tédblara gy gondolunk, mint egy
,hazra”  amelynek a/2 szintje van (ezek a sorok) és minden szinten ketté lakés
taldlhaté (ez a megfelelé sorban 1évé két mezd). Az els6 és a masodik oszlopot
kozos hatdranak egyenesére vonatkozo T titkrozés tablazatunknak (hazunknak) egy
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szimmetridja, amely felcseréli a haz’unk bal és jobb ldalat. Az A halmaz b elemii
részhalmazai szamukra b darab lakasbol 4l6 lakashalmazok lesznek hazunkban. Egy
b elemii L lakdshalmazhoz rendeljiik hozzé 7(L)-et mint part, az L-beli lakdsok
tiukorképeit. fgy egy L-t0l kiilonbozo b elemi lakdshalmazt kaptunk, amely parja
a kiindulé L lesz. A fenti allitdsban az egyetlen nem nyilvanvalé allitas, hogy L és
7(L) killénbozik. Ez abbdl kovetkezik, hogy b paratlan. Azaz hazunkban kell lennie
olyan emeletnek, amelyen 1évo két lakasbol pontosan egy eleme L-nek. Ez az emelet
megkiilonbozteti L-et és 7(L)-et. [

Ha b péros, akkor a fenti bizonyitas nem miikodik. az (L,7(L)) pérosit’asndl
lesznek olyan L lakashalmazok, amelyek parjai onmaguk lesznek. Ezek az L halma-
zok azonban konnyen leirhatok. azok a lakashalmazok lesznek, amley elemei teljes
emeletekbdl dllnak Gssze. Azaz az a/2 emeletbdl kell b/2 emeletet kivalasztani, hogy
az Osszes ilyen halmazt megkapjuk. Tehat a bizonyitasbeli 7 leképezés (Zf;) halmazt
kivalaszt és a tobbit parokba allitja. Ez az észrevétel konnyen megfogalmazhaté a
szamelmélet nyelvén és igy kapjuk a kovetkezd tételt.

6. Tétel. legyen a és b két pdros szdm. FEkkor (‘;) és (‘;g) azonos paritdsi (azaz
eqyszerre pdros és eqyszerre pdratlan). Jeléléssel

(§)=(02) s

A fenti gondolatok kiilonosebb gond nélkiil paratlan a esetére is elismételhetok.

7. Tétel. Legyen a egy pdaratlan szdm (a =2k +1).
(i) Ha b pdros (b =2¢), akkor (}) = () (mod 2),
(ii) Ha b paratlan (b =20+ 1), akkor () = (§) (mod 2).

Bizonyitas. Eloszor definidlunk egy a elemii halmazt. Ez egy , k emeletes, eme-
letenként két lakasos haz lakasaibol” és , kulon lakasbol” all6 halmaz. Ismét defi-
nidlhatjuk a 7 leképezést. Egy L lakdshalmazra gy kapjuk meg 7(L)-t, hogy L az
emeletes hazba esO részére a bal és jobb oldalt felcserélve 1j lakashalmazra tériink
at, mig a kiilon lakést tekintve nem valtoztatjuk meg L-et (ha a kiilon lakéds L eleme
volt, akkor 7(L)-nek is eleme lesz; ha a kiilon lakds nem volt L eleme, akkor 7(L)-
nek sem lesz eleme). Milyen L-re lesz L = 7(L)? Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
L-nek az emletes hazba es6 része teljes emeletekbdl al 6ssze. Azaz (i) esetén L-et ¢
teljes emelet alkotja, mig (ii) esetén L-et ¢ teljes emelet és a kiilon lakas alkotja.
Ebbdl a bizonyitandé addodik. |

A fenti négy allitas egyetlen formulaban is megfogalmazhaté. Ehhez felhasznaljuk,
hogy minden természetes szam felirhaté 2k + € alakban, ahol € € {0,1}. Ekkor

)= ()() i

Ezt az allitast ismételten alkalmazva minden binomialis egytitthaté paritdsat gyor-
san meghaat'rozhatjuk.

Példa. Legyen p = 2. Ekkor () = (¥ ;j:é) (%) ((1]) (mod 2). Hasonléan () =

(0211) = (6) (1) (mod 2). Osszefoglalva () :(éiéi) = () () () (mod 2).
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A fenti révid példa alapjan is felismerhetjiik az dltaldnos szabalyt.

8. Tétel. Legyen 0 < k < n. frjuk fel n-et és k-t is kettes szdmrendszerben.
k felirdsdt egészitsik ki elején 0-kal 1igy, hogy a felirdsinak hossza azonos legyen
n kettes szamrendszerbeli alakjdval. Legyen ez a két felirds n = Qias ... Gg, k =

blbg e bsg- Ekkor
n aq (05} ag
= . d 2).
<7€) <bl) (bz) <bs) (mod 2)

Azaz (Z) akkor és csak akkor pdros, ha van olyan 1 <1 <'s, hogy a; =0 és b; = 1.

9. Kovetkezmény. A Pascal haromszog (Z) alatti szamokat (k=0,1,...,n—1,n)
tartalmazo sora akkor és csak akkor tartalmaz csupa pdratlan szdmot, han = 2°—1
alak.

* * *

Eredményeink nem csak a paritasra alkalmazhatok. Binomialis egytitthatok egy
primszammal val6 osztési maradékaira hasonlé allitasok igazak.

10. Tétel. Legyen p egy primszam és a,b, o, B természetes szamok, ahol o, 3 < p.

Ekkor o N
(5= () (G) ot

Bizonyitas. Legyen C' egy ap+ « elemii halmaz. Legyen C' = C1UC,U...UC, uc,
ahol a C; halmazok elemszama p és az C' halmaz elemszdma «. (Az elemszamokbol
kiolvashaté, hogy a fenti halmazoknak nincs kozos elemiik, idegen szoval diszjunk-

tok.)

") az C halmaz bp + 3 elemszdmu részhalmazainak szdma. Legyen A a C
halmaz bp + (3 elemszamu részhalmazainak halmaza. Legyen B a C' halmaz azon
bp+ [ elemszamu részhalmazainak halmaza, amelyek b darab C; halmazt teljesen és
a C halmaz 3 darab elemét tartalmazzédk. Tehdt B elemei specidlis A-beli elemek
(BCA). Legyen X =Y = B.

A bizonyitas befejezéséhez A — X elemeit kell p elemii osztalyokba sorolnunk.
Ehhez C' elemeit szemléltessiik a kovetkezéképpen. Vegyiink egy szabalyos p-szog
alapu egyenes hasabot. Ennek alaplapjanak a sikjara, mint vizszintes sikra hivat-
kozunk. Ennek paldstjan a darab vizszintes sikkal kimetsziink a darab szabalyos
p-szoget. Ennek ap csicsaval reprezentaljuk Cy U ... U C, elemeit, ahol az egyes
C; halmazok az egy szinten 1évé csicsoknak felelnek meg. fgy A egy eleme, C' egy
ap+ a elemszamu részhalmaza, felfoghatd gy, hogy az egyenes hasabon kijelolt pon-
tok egy részhalmaza és esetleg néhany pont C-bél. X elemei azok a részhalmazok,
amelyek a hasabrdl pontosan b darab teljes szintet tartalmaznak. Tehat A—X elemei
esetén a ,, hasabbdl jovo hozzdjarulas” nem teljes szintekbdl all 0ssze. Ennek kovet-
kezményeképpen, ha A hasdbbeli rész elforgatasaval egymasba vihetd részhalmazok
keriilnek egy osztalyba, akkor p elemii osztalyok alakulnak Kki. [

11. Kovetkezmény. Legyen v = (x122...2)p €5y = (Y1Y2...Yk)p 02 T €Sy
természetes szdmok p szdmrendszerben vald felirdsai. (A két felirds hossza ugyanaz.
Ezt elérhetjiik 1igy, hogy a révidebb felirdst nulldkkal kiegészitjik az elején.) Ekkor

(=G0 () moan

Polinomok, k elemi részhalmazok-12



Tanulmanyozzuk a Pascal-haromszog elemeinek adott szammal valé osztési ma-
radékat. A megallapitott Osszefiiggéseket bizonyitsuk be!
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