KOMBINATORIKA EIOADAS
osztatlan matematika tanar hallgatok szaméra

Parositasok grafokban

Eloado: Hajnal Péter 2014.

1. A parositas alapfogalma

Definicié. Egy G grafban egy M élhalmaz pérositas, ha 2| M| darab csucsra illeszkedik
M-beli él.

Ha egy grafban vesziink egy élt, akkor annak egy darab vagy két darab végpontja
van/egy vagy két cstcsra illeszkedik. k darab él legfeljebb 2k csticsra illeszkedik. Egy
M élhalmaz egy parositas, ha éppen annyi csucsra illeszkedik, mint amennyi a fenti
gondolatmenet alapjéan egy fels6 becslés.

Masképpen: M élhalmaz egy pérositds, ha nem tartalmaz hurokélet és semelyik
két élének nincs kozos végpontja.

Szemléletesen M élei parokat alakitanak ki a V' csticshalmaz bizonyos elemei
kozott. Azaz M elemei/élei a pérositds parjai. Ha egy M parositasra |M| = k.
akkor k& parunk van. Az M-beli élekre illeszkedd csticsok szama 2k. Ezeket (az M
altal) parositott pontoknak nevezziik.

Egy n pontu grafban legfeljebb n/2 éle lehet egy parositasnak (hiszen legfeljebb
n parositott cstucs lehet).

Definicié. Egy n pontt grafban M teljes parosités, ha péarositds és elemszama n/2.
Azaz az M parositas teljes parositds, ha az Gsszes csics parositott csics.

Nyilvan csak paros pontszamu grafban lehet teljes parositas. A paratlan pontszam
kizarja a teljes parositas létezését.

Példa. () mindig pérositds. Ekkor a pérositott csticsok szdma 0.
Ha e egy nem-hurokél, akkor {e} parositdas. FElszdma 1, a parositott cstucsok
szama 2 (éppen e két végpontja).

Példa.

2255

A z0ld élek pérositdst alkotnak (3 él/par, 6 parositott cstcs) az elsé grafban. A
piros élek NEM alkotnak parositast (3 él/par, 5 illeszked6 cstics, 1 csticsra két piros
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él is illeszkedik). A zold élek (3 él) pérositast alkottak, de NEM teljes parositdst
([V|/2 =4). A kék élek pérositast alkotnak, elemszamuk 4 = |V|/2, azaz a kék élek
teljes parositast adnak.

Az utolsé két grafban nincs teljes parositas. A két graf koziil az elsének paratlan
sok csucsa van. A maéasiknak paros sok csicsa van, de mas okok miatt nincs benne
teljes parositds (miért?).

Lattuk, hogy konnyu egy l-elemii parositast talalni. Ami nehezebb: minél
nagyobb pérositast taldlni egy adott grafban. A parositasok alapfeladata: Adott
grafban keressiink egy pérositast, amely mérete/elemszama a lehetd legnagyobb.
Formalisan:

Definicié.
v(G) = max{|M|| M péarositds G-ben}.

Azaz az alapfeladat egy 1j megfogalmazasa: Adott G graf esetén hatarozzuk
meg/szamitsuk ki v(G)-t.
magya

Példa. o /(K,)=|n/2]. Kivehetiink tetszélegesen 2|n/2|(< n) cstcsot, parokba
rakhatjuk éket. A parok kozott vezetd élek (egy teljes grafban sziikségszertien
léteznek) egy [n/2] éli parositdst adnak. Nagyobb pérositds nem létezhet n
csucson.

e Legyen S, az az n + 1 pontu fa, amely egy speciélis csticsot (k6zéppont) és
ezt az Osszes tobbi (n darab) cstccsal 6sszekotd n élet tartalmaz. Ezt n + 1
ponti/n éli csillagnak nevezziik. v(S,.1) = 1. Valéban. Barmelyik éle egy 1
elemi parositast alkot. Viszont barmely két éle Osszefut, azaz mar nem lesz
parositas.

A fenti 62 cstcsu graf v paraméterének meghatarozasanak feladat a kovetkezo-
képpen is leithaté: Vegylink egy sakktablat és két szemkozti sarokmezojét
torjiik le. Az igy maradt 62 mezore legfeljebb hany dominé helyezhetd el ugy,
hogy mindegyik dominé két szomszédos mezot fedjen le és a domindk kozott
ne legyen atfedés. Konnyen lathat6 (akar csak vizszintesen fekvé) 30 dominé
elhelyezheté (a fenti G grafra v(G) > 30). A teljes csonkitott-tdbla viszont
nem fedhetd le teljesen (v(G) < 31). Ehhez a sakktabla eredeti szinezését
kell tekinteni. Ebben 32 fekete és 32 fehér mez6 szerepel. A csonkitassal két
azonos szinlt mezot tavolitottunk el. Az egyensily a két szin kozott felbomlott.
Viszont minden dominé egy fehér és egy fekete szinli mezot fedhet le. fgy a
teljes fedés lehetetlen. Osszefoglalva v(G) = 30.
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Lattuk, hogy a v paraméter megallapitasa két részbol all: Mutatunk sok éli
parositast. Belatjuk, hogy tébb él nem alkothat parositast. Ebbdl az elsé rész
probalkozassal, keresgéléssel altaldban megoldhaté. A masik azonban matematikai
otleteket kivan. Két lehetOséget is mutatunk arra, hogy egy tetszoleges grafban
hogyan becsiilhet6 feliilrél a parositasok mérete.

2. Lefog6 ponthalmazok

Definicié. Egy G gréfban egy L csicshalmaz lefogd, ha minden élnek legalabb az
egyik végpontja L-beli.

A fogalmat a kovetkezo ,,mesével” vilagithatjuk meg. Adott egy mizem. Ennek
térképét egy graf irja le. Az élek egyenes folyosdk, a csucsok a folyosok taldkozési
pontjai. Orokkel szeretnénk védeni a mizeumot.

Az 6rok cstcsokba iiltetheték/éllithatok, ahol az ott Osszefuté sszes folyosot
ellendrzésiik alatt tarthatjak. Ha célunk ugy elhelyezni az 6roket, hogy minden
folyosé védve legyen, akkor egy lefogd ponthalmazt kell keresniink.

Optimalizalési feladat esetén nyilvan minél kisebb lefogd ponthalmaz keresése az
értelmes.

Jelolés.
7(G) = min{|L| : L lefogd csticshalmaz}

Példa. o 7(K,) =n — 1. Tetszélegesen valasztott n — 1 cstcs lefogja a gréfot
(ahogy minden n pontu egyszerii grafot). Tetszéleges n—2 elemu cstcshalmaz
kihagy két csucot, amelyek a teljes grafban sziikségszeriien 6sszekotottek. Azaz
nincs n — 2 elemi lefogé ponthalmaz.

e 7(S,+1) = 1. Valéban. A kozéppont altal dlkotott egyelemu cstcshalmaz az
osszes €élt lefogja.
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Gondoljunk csticsainkra mint mezokre. Tegytik fel, hogy 32 fekete és 30 fehér
mezonk van. A 30 fehér mez6 egy lefogo csticshalmazt ad. Kevesebb nem lehet,
mert a kordbbiakban elhelyezett domindk altti két mezo6 valamelyike a lefogd
ponthalmazhoz kell hogy tartozzon. A 30 dominé 30 kiilonb6z6 csticsot /mezét
garantdl tetszéleges lefogd ponthalmazba. Azaz 7 = 30.

Az utébbi érvelés mar az altalanos Gsszefiiggésre is ravilagit:

Eszrevétel. Legyen G egy tetszOleges graf. Benne M C E egy pérosités és L C V
egy lefogd csticshalmaz. Ekkor
|M| < |L].

Valéban a pérositas éleinek legalabb egyik végpontja L-beli. A parositdas mivolt
miatt bamelyik végpont ,,o0ldja meg” a lefogas problémé&jat kiilonbozo cstcsokhoz kell
jutnunk. Azaz tetszéleges lefogdshoz legalabb | M| cstcs kell, ahogy bizonyitandd
volt.

Specialisan v(G) < 7(G) minden G grafra.

Tehat annak megmutasara, hogy nincs k + 1 éli parositas egy lehetdség k& darab
lefogd pontot felmutatni. Ez egy sémat ad a v paraméter felso becslésére.

Sajnos ez a séma nem , teljes”: Vegyiik az 6tponti kort, Cs-t. Ekkor a legnagyobb
parositds 2-elemi@ (5 pont nem is ad lehet6séget harom éli pérositasra). Lefogd
ponthalmazzal viszont nem érvelhetiink: nincs 2-elemi lefogé ponthalmaz.

3. Paros grafok és Konig-akadalyok

Emlékeztetiink a paros grafok fogalmara: Ha G egy paros graf, akkor csicsai két
osztalyba vannak osztva/oszthaték gy, hogy barmely él egyik végpontja egyik
osztalyhoz, a masik végpont pedig a masik osztdlyhoz tartozzon. A két osztalyra
sokfélképpen hivatkozhatunk. Lehetnek piros/kék csicsok (a paros grafok pontosan
a két szinnel j6l szinezheté grafok). Lehetnek fiuk/lanyok. Lehetnek alsé/fels6
csucsok. Mi ez utobbi terminologiat alkalmazzuk. Ezt a paros grafok lerajozlasanél
is titkrozziik: a csicsok egy vizszintes egyenes ald és f61¢ keriilnek. Osszekotések
csak az egyenesre vontakozolag , keresztbe” lesznek.

A kordbbi példaink utolsé, 62 csticcsal/mezdvel rendelkezé grafja paros volt.
Parossagat a sakktébla szokdasos fehér/fekete szinezése mutatja. A teljes péarositas
hidnyat az bizonyitotta, hogy egy paros grafban a teljes parositas alapjan parba
allithatjuk a két szini mezoket. Azaz a két szinosztaly méretének kiilonbozosége
bizonyitja a teljes parositas hianyat. Igazabol tobbet is mondhatunk. A nagyobb
szinosztély (ez esetiinkben a fekete mezék voltak) Osszes eleme nem lehet pérositva.
Valéban a 32 fekete mez6 parjai a 30 fehér mezobdl kertilnek ki. fgy legalabb ketto
fekete mez6 marad parositatlan.

A fenti médszer alkalmazésdhoz nem sziikségszerii, hogy az Gsszes fehér /fekete
mezdvel dolgozzunk:

& VY
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A fenti toredék tabldn ugyanannyi fehér és fekete mezo van. Még sem lehet
dominodkkal lefedni. A tébla bal alsé sarka vidlgit erre: Két fekete mezd, ami egyetlen
moédon fedhetd le, de ehhez k6zos fehér mezé kell. Az dbra jobb oldalan a hat-hat
mez6 paros grafja szerepel. A fenti grafban is megismételhetjiik a gondolatmenetet:
A fels6 cstcsok koziil az els6 ketto egyiittses szomszédsdga egyetlen pont.

Ugyanezt a gondolatmenetet elismételhetjiik, ha a csticsokra mint fitk és lanyok
gondolunk. Egy tancesten vesz részt egy osztaly. Fiu-lany péarok tancolnak, de
nem akarhogy. Az osztalyokbeli viszonyok miatt nem minden fia-lany par hajlando
tancolni. A hajnlanddsagukat egy paros graf irja le. Tegytk fel, hogy taldlunk L
darab lanyt és feliratjuk veliik mely fiikkal hajlanddok tancolni. Azaz listdjukon
pontosan azok a fitik szerepelnek, amelyikiikkel legalabb egyikiik tancol. Tegyiik
fel, hogy a lista f fiut tartalmaz. Ha L > f, akkor nem tud minden lany egyszerre
tancolni. S6t mar a kivalasztott L ldany sem tancolhat egyszerre. Sot a kivalasztott
lany kozil legfeljebb f tancolhat egyszerre. Azaz minden pillanatban legalabb L — f
lany hoppon marad (a fal mellol nézheti a tancoldkat).

A gondolatmenet absztrakt (a matematika, specidlisan a grafelmélet nyelvét
haszndld) megfogalmazasa:

Definicié. Legyen G egy paros graf A és F' csticsosztéalyokkal (alsé/felsd csticsok).
Legyen K C A az alsé cstcsok egy részhalmaza. Legyen N(K) a K-beli pontok
szomszédainak unidja, azaz tartalmazza azokat a csucsokat, amelyek valamely K-
beli ponttal 6sszekotottek (N(K) C F). Legyen

0(K) = | K| = [N(K)|.

Azok a K alsé cstucshalmazok , érdekesek”, amelyekre §(K) > 0. Ekkor a
kifejezés értelme, hogy K-bdllegalabb §(K') darab cstics parositatlan marad barmilyen
»okosan” parositsunk (hisz a K-beli cstcsok péarjai N(K)-bdl keriilhetnek csak ki).

Eszrevétel. Legyen G(A, F) egy péros graf. K C A tetszileges als6 csiicshalmaz és
M egy tetszoleges parositas. Ekkor
O(K) < [A] = [M].

Azaz minden M pérositds dltal nem parositott alsé pontok szama (|A| — |M])
legalabb §(K).

A fenti gondolatmenetek ismét lehetoséget adnak arra, hogy beldssuk egy paros
grafban nincs k + 1-elemii parositas: Felmutatunk egy K alsé halmazt, amelyben
|A| — k-val t6bb csics van mint az 6 N(K) szomszédsidgaban. Valéban K egy
bizonyiték, hogy minden M pérositas legalabb | A|—k darab alsé csticsot parositatlanul
hagy. K megakadalyozza, hogy legyen k + 1-elemii parositas.

Ez a séma azonban teljes:

1. Tétel (Kénig Dénes). Legyen G(A, F) egy paros grdaf. Ekkor
min{|A| — |M|: M pdrositis} = max{§(K) : K C A}.
Hasznos az aldbbi elnevezés:

Definicié. Egy K C A csicshalmaz Kénig-akadély, ha §(K) > 0. Azaz K als6
csucsok halmazanak szomszédsdga kisebb elemszami, mint 6.

Megemlitjiik, hogy paros grafok esetén az elsé bizonyitasi séma is teljes:
2. Tétel (Konig Dénes tétele). Ha G pdros grdf, akkor
v(G) =71(G).
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