KOMBINATORIKA EIOADAS
osztatlan matematika tanar hallgaték szamara

Bevezetés

Eloado: Hajnal Péter 2014.

A kombinatorika kurzus els6 fele Gsszeszamldldsokkal foglalkozik (mig mésodik
fél a grafelméletet targyalja). Az Osszeszamldlasi problémak alapkérdése, hogy
hatarozzuk meg, hogy adott véges halmaznak héany eleme van. Sokszor nem is egy
halmazrdl van szé. A kérdésben szerepel egy paraméter, példaul: hény részhalmaza
van egy n elemi halmaznak. (Itt egy H, halamzsorozatrdl van szé és ennek elem-
szémaira kérdeziink ra.)

Az els6 rész az Osszeszamldlas kombinatorikus alapelveit targyalja.

1. Kombinatorikus alapelvek

Héarom alapelvet ismertetiink. Mindharom gyokerei az évoddig vagy még messzebb
mennek vissza. Nyelvezetiink kozépiskolai/egyetemi szintii lesz. Mogotte azonban
latni kell a természetes tartalmat. Mindig feltessziik, hogy VEGES halmazokkal
dolgozunk, de errdl kés6bb még sz6 lesz.

I

A kovetkezo képhez hasonlét mi is konnyen készithetiink:

1. &bra.

A képen egy kislany teszi Ossze bal, iletve jobb kezének ujjait. O mér tud
szamolni, de ennélkiil is latja (ahogy a szdmolni nem tuddk is), hogy bal és jobb
kezén ugyanannyi 1j van.

A kovetkezo képen kétfajta Kinder tojds figurak sorakoznak egymas mellett.
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2. abra.

Az egymas mellé keriilt figurak a két fajtabol egy-egy. Parok alakulnak ki a két
fajta figurak kozott. Ismét szamolas nélkiil tudhatjuk, hogy a két fajtabol ugyan-
annyi darabunk van.

A kovetkezo kép az internetrdl szarmaszik, bal és jobb labas cipéket abréazol.

Egy pillanat alatt atlatjuk, hogy a balos és jobbos cipék parokat alkotnak.
Tehat ugyanannyi balos cip6é van a képen mint jobbos. A pontos szamuk meg-
hatarozasa egy szamolas, Osszetettebb mint az egy pillanat alatt lathato ., azonos
elemszamusag”.

A kovetkezd (internetes) képen Gvodasok sétdlnak. Mindegyik part egy fiu és
egy lany alkotja

4. abra.
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Ez alapjan mindenki szamolas nélkil tudja, hogy a csoportban ugyanannyi fitu
van mint lany.
Meg is van az els6 alapelviink.

HA két halmaz elemeit parokba tudjuk allitani,

AKKOR a két halmaz azonos elemszam.

Azért pontositsunk. Mit értiink az alatt, hogy két halmaz elemeit parba allitjuk?
Ha a parokban allo gyerekek a jatszotéren eltoltott idé utan visszaindulnak, ak-
kor az évonéni megkérdezi ,,Mindenkinek megvan a parja?”. Vilagos, hogy egy
parbaallitasndl mindenkinek van egy parja. Egy fiinak egy lany, egy lanynak egy
fia, egy balos ciponek jobbos, egy bal kézen 1év6 ujjnak egy jobb kézen 1év6 ujj. A
és B halmazok parbaallitasanal van egy ¢ : A — B és egy ¢ : B — A leképezés.
Mindketté egy elemhez a parjat rendeli. Az is nyilvanvald, hogy a parom péarja
én vagyok. Matematikai irdsmdddal, ha x € A, akkor z parjanak (¢(z) € B-nek)
parja (Y(p(x)) € A) z, azaz P(p(x)) = = barmi legyen is az © € A elem. Illetve
hasonléan ha y € B, akkor y parjanak (¢ (y) € A-nak) parja (¢(¢(y)) € B) y, azaz
©(¥(y)) = y minden y € B elemre.

[lyenkor azt mondjuk, hogy ¢ egy parbadllité leképezés A-bdl B-be, illetve 1) egy
parbaallité leképezés B-bol A-be.

Természetesen, ha minden lany tudja a parjat, akkor a parbadllitds ismert. Azaz
¢ meghatarozza -t és forditva is. A két leképezés ellentétes/forditott irdnyba teszi
ugyanazt.

Nézziik csak a parbadllitasnak azon felét, ami a fitikhoz rendeli lany parjukat.
Hogyan irhatjuk le , hogy ezen leképezés parbadllité. Nyilvan kiilonbozo fitkhoz
kiilonboz6 lanyokat kell rendelniink. Tovabba minden lanyhoz kell lenni olyan
fitnak, akihez a kiindul6 lanyt rendeljiik parként. Ezen két tulajdonsaggal szoktak
leirni a parbaallité leképezéseket. Ha ,,valamit” mindenki szamara egyértelmiien
lefrunk, akkor azt mondjuk hogy ezt a ,,valamit” definialjuk. A lefras a , valami”
definicidja.

Definicié. Egy ¢ : A — B leképezés parbaallito leképezés, ha rendelkezik a kovet-
kez6 két tulajdonsaggal:

(1) # d esetén p(a) £ o(d),
(S) tetszbleges b € B esetén alkalmas a € A elemere p(a) = b.

A matematikus szeretik a fontos tulajdonsdgokat kiilon névvel illetni. Az (I)
tualjdonsag teljesiilése esetén azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés egy-egyértelmii
leképezés. Néha csak azt irjuk ¢ 1-1. Az (S) tulajdonsig esetén azt mondjuk ¢
leképezés raképezés.

A mai vildgban gyakoriak az idegen kifejezések hasznalata. Az egy-egy értelmi
¢ leképzésre azt mondjuk injekcio, ¢ injektiv. A raképzés ¢ leképzésre azt mondjuk
sziirjekcio, ¢ szirjektiv. Tehat ¢ : A — B leképzés parbadllité az A és B hal-
mazok kozt ha injektiv és sziijektiv is, idegen szoval bijektiv. Azaz a leképzések
parballité tulajdonsaganak egy masik neve a bijekcio. Nyelvet tanultunk, a mate-
matika nyelvét.

A matematikusok a jeloléseiket is prébaljak tigyesen vélasztani. Elészor talan
szokatlan jelOlések hosszul hasznalat utan természetessé valnak. A legtobb jelolés
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hosszu évszazadok alatt végletesedik. x +— ¥ (p(z)) leképezés neve a két leképzés
kompozicidja és szokésos jele 1 o p: el6szor p-t, majd -t végezziik el. Az elsére
szokatlan sorrend oka, ha 1) o p-t az = helyen nézziik, azaz 1 o p(x)-et vizsgaljuk,
akkor igy x-et eloszor a ,, kozelebbi” fiiggvénybe helyettesitjiik,majd az eredményt a
tavolabbiba.

Ez természetesen csak akkor értelmes, ha a ¢ fliggvény altal felvett értékeken
értelmezett. Specidlisan beszélhetiink a kompoziciérdl, ha ¢ : A — B és ¢ : B —
A. A kompozicié sorrendje nagyon FONTOS. A fenti esetben 1o : A — A és
potp: B—B. Hap: A— Bésy: B — C,ahol A, B,C harom fiiggetlen halmaz,
akkor csak az egyik sorrendli kompozicié értelmes. Az amikor el6szor p-t, majd -t
alkalmazzuk. Azaz ekkor 1) o ¢ egy jél definialt leképezés.

Egy pérbadllité leképezés par (¢ : A — B és i : B — A) esetén ¢ o ¢ és
¢ o 1 is minden alkalmas elemhez 6nmagat rendeli. A két kompozicié azonban
lényegesen kiilonboz6. Az egyik A-n, a mésik B-n értelmezett. Ha egy H — H
fiiggvény minden h € H elemhez h-t rendeli, akkor azt mondjuk, hogy fiiggvényiink
a H-n értelmezett identitas fliggvény, jele idy. Tehat egy parbaallité leképezés par
(p:A— Bést:B— A)esetén 1 o p és po)(x) is identitds, DE 1 o p =idy és
po(x) =idp. Ha két fiiggvénynek ilyen viszonya van, akkor azt mondjuk, hogy
egymas inverzei.

Definicié. ¢ : A — B és ¢ : B — A leképzések egymas inverzei, ha ¢ o ¢ = idy és
poy =idg.

A fenti gondolatmenet soran addédott, hogy bijektiv leképzéseknek van inverze.
S6t megforditva is igaz. Kaptunk egy , tételt”.

1. Tétel. p: A — B akkor és csak akkor bijekcio, ha van hozzd inverz leképzés.

Tehat ha fitk egy A halmazabdl lanyok egy B halmazéba torténd leképzés
péarbadllité leképzés (a — a parja), akkor van a ldnyok halmazébdl a fiik halmazaba
mené leképzés (b +— b pérja), hogy mindenki (A U B minden elemére) pérjanak
parja énmaga. Tovabba forditva is igaz: ha fiuk egy A halmazabdl lanyok egy B
halmazaba torténé leképzéshez (a +— a parja) van a lanyok halmazabdl a fiuk hal-
mazaba mené leképzés (b — b parja), gy hogy mindenki pérjanak parja énmaga,
akkor a kiindulé leképezés parbaallito.

Két halmaz kozott leirt leképzésrdl gyakran tgy a legegyszeriibb belatni, hogy
bijekcid, hogy megadjuk inverzét. Azaz leirjuk, hogy = parja ismeretében, hogyan
mondhaté meg, hogy mely x elemrol van szo.

*

Matematikai nyelvezettel a ¢ : A — B leképezés akkor allitja parba az A és B
halmaz elemeit, ha egy-egyértelmii és raképezés. Mi torténik, ha csak azt tudjuk,
hogy leképzésiink egy-egyértelmii (réképezést nem tudjuk). Az aldbbi képen két
fajta Kinder jatékokat raktunk egymas mellé.

5. abra.
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A 7z6ld tekn6sok mellé mindig keriilt egy mékus. A zold tekndsok T halmazabol
van egy ,parja’ leképezés a mokusok M halmazaba. Ez nem rdaképzés. Az utolséd
két mokus nem lesz kép a leképzésnél. Egyik teknOsnek sem lesznek a parjuk. A
leképézés egy-egyértelmii/injektiv, de NEM réképzés/sziirjektiv. Ebbdl kovetkeztet-
hetiink arra, hogy a tekn6sok kevesebben vannak (azaz a mékusok vannak tébben).

A kovetkezo tételt mondhatjuk ki:

2. Tétel. Legyenek A és B véges halmazok. Ha p : A — B leképézés eqy-egyértelmai,
de NEM rdképezés, akkor |A| < |B].

A figyelmes olvasé észrevehet egy eddigeikhez képest 1j fogalmat. Tételtink
egyik feltétele, hogy halmazaink végesek. Mi is ez? Miért is van sziikségiink erre a
feltételre?

*

Az els6 alapelvbarmilyen két halmazra teljestil. Igazabol végtelenekre az alap-
elv definidlja mikor is mondjuk, hogy a két halmaz elemszama/mérete/szamossiga
ugyanaz. A pozitiv egészek és a negativ egészek ugyanannyian vannak: Az , el6jel
valtas” parokba allitja 6ket (azaz egy bijekcié a két halmaz kozott). Akar sétélni
is elkiildhetjiik 0ket mint egy kordbbi képen szereplé 6vodéasokat. Az elsé alapelv
alapjan a pozitiv és negativ egész szamok ,,ugyanannyian vannak”.

Ennek ellenére a negativ egészékhez lehet egy-egyértelmii médon parokat rendel-
ni a pozitiv egészek koziil ugy is, hogy maradjon parnélkiili pozitiv egész. Példaul
ha x parja —z+1, akkor a negativ szamok egyikének sem lesz parja az 1. Ha pedig a
negativ egész, x parjanak —2x-et nevezziik ki, akkor minden paratlan pozitiv egész
olyan lesz, mint a kordbbi képiinkon az utols6é két mokus. Egy végtelen halmazhoz
még egy elemet hozza adva, vagy akar mindegyik eleme mellé egy 1j elemet rakva ez
nem valtoztatja meg ,nagysagat”. Ennek ellenére vannak , kiilonboz6” végtelenek.
Egy végtelen halmazt is lehet nagyobbitani. Ez azonban a Halmazelmélet nevii
matematikai teriilet témakore. Kombinatorikdban mi mindig véges halmazokkal
dolgozunk.

Akkor jo lenne tisztdzni, hogy mik a véges halmazok? Néhany példa véges hal-
mazra:

0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6}, . ..

A fenti példank nyilvéan végtelen, minden n természetes szamra {1 e N:1 <i <n}
a fenti sorozat egy eleme. FErre a halmazra van is egy jelolés: [n|. Azaz [n] =
{1,2,...,n} ([0) =0, [1] = {1}). Ezeket standard véges halmazoknak nevezziik.

Definicié. Egy H halmaz véges, ha elemei parba allithatok egy standard véges
halmaz elemeivel.

Ha H elemei és [n] = {1,2,...,n} elemeit parba allitjuk, akkor azt mondjuk,
hogy H egy n elemli halmaz. Azt is mondhatjuk, hogy egy H halmaz véges, ha
elemeit meg tudjuk szamolni, amely szamoléds végeredménye egy természetes szam.

A bal keziinkon véges sok ujj van. Meg is szamolhatjuk 6ket: egy, ketto, harom,
négy, 6t. Mit csindltunk? Pérbaallitottuk az ujjainkat és az [5] = {1,2,3,4,5}
halmazt. Azaz bijekcidt 1étesitettiink ujjaink és egy standard véges halmaz kozott.
[smét egy 6vodas tanulmanyt formalizaltunk a matematika nyelvén.
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Hény erdei gyiimolesot latunk az alabbi képen?

6. abra.

A gyiimolesok fajtaja nyilvan egy rendezo elv. Szamoljuk meg az afonyat: 5
darab. Ribizli: 4 darab, fekete ribizli: 3 darab. Osszesen 5 + 4 + 3 erdei gyiimoles
van a képen.

A megszamoland6 objektumokat csoportositottuk (minden objektum pontosan
egy csoporthoz tartozott), majd a csoportok elemszamait kiilon megallapitottuk. A
részeredmények Osszege a végso valasz.

Ha egy halmaz elemszamat szeretnénk megszamolni, amely tobb kozos elem
nélkiili részhalmazra van bontva, akkor a fentiek alapjan gondolkodhatunk.

Az 1j alapelv kimonddsa el6tt vezessiink be egy fogalmat. Két halmazra azt
mondjuk, hogy diszjunkt, ha nincs kozos elemiik. Ha tobb halmazunk van gy,
hogy mindegyik elemiik csak egyetlen egyhez tartozik hozza, azaz barmelyik ketto
diszjunkt, akkor azt mondjuk, hogy halmazaink paronként diszjunktak.

Péaronként diszjunkt halmazok uniéjanak elemszama

a halmazok elemszaméanak Osszege.

Formuléval:

Ha az Aq, A, ..., Ay paronként diszjunktak, akkor
[ATU Ay U .. U AL = |A| + | As] ...+ | Akl

Talan jé ha kiemeljiik az egyszeri esetet, amikor 6sszeszamolando elemeinket két
(A és B) kozos elem nélkiili halmazba osztjuk:

|AU B| = |A| + |B].

Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan az osszeadas fogalmat bevezették
és gyakoroltattak (még az évodaban).
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Nagyinak egy muffin siit6je van amibe harom sorban, minden sorban négy helyre
lehet tenni a muffin tésztdjat. Nagyi persze minden helyet megtolt. Eppen most
vette ki a siitobol a friss muffinokat.

Hényat is? Az elsé sorban négy, a masodikban is, a harmadikban is. Osszesen
4+44+4=3-4=12.

Mindjart meg is ettem egyet. Melyiket? A m&sodik sor harmadik darabjat. (Ab-
ban ldttam a legtobb malnét.) A 12 muffin mindegyike azonosithaté igy: melyik sor,
melyik helye. A sor harom lehetoség kozil kertil ki. Az ezen beliili hely négyféle le-
het. Mindegyik sorra mindegyik hely egy-egy muffint ir le. Kiilonbozo valasztas
(akar kozos sor, de azon beliil kiillonboz6 hely, akdr azonos hely, de kiilénb6zé
sorokban) kiilonb6z6 muffinhoz vezet. A sor leirdsa nem mondja meg, hogy az
osszeszamolandé muffinok melyikér6l van szé. Hasonldéan, ha csak a helyet irjuk
le, nem tudjuk melyik muffinrdl is beszéliink. Ezek csak egy , komponensek” az
osszeszamoland6 objektumok leirasaban.

*

Kis fiam meglatta az aldbbi képet az interneten. 0 is ki szerette volna rakni ezt.
Hény lego darab fekhasznaldsaval tehette ezt meg?

8. abra.

6 sor mindegyikében 4 pozici6. A (sor, pozicid) parokra a lehetéségek szama,
ami a latott lego darabok szama 6 - 4 = 24.
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*

Olga egyetemre jar. A kombinatorika eldadés olyan teremben van, ahol a hall-
gatok székei négy sorban vannak, mindegyikben tiz székkel.

Hany hallgaté szamara van iil6hely a teremben? A vélasz nyilvanvalo: 4-10 = 40.

*

Olga kollégiumi szobajanak abldkabdl kinézve az alabbi képet latja:

o E B =
8B 8 = O =2
w28 E =

10. abra.

Hény ablakot 1467 A héz 6t szintes és mindegyiken nyolc ablak van (egy kicsi és
hét nagy). Osszesen 5 -8 = 40 ablakot lat Olga, ha kinéz az ablakén.

*
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Hény mezo6 van a sakktablan?

11. 4bra.

A mez6k 8 sorba és 8 oszlopba vannak rendezve. A mezok pontosan azo-
nosithatok, ha megadjuk melyik sorban és melyik oszlopban van a lefrandé mezonk.

A szokas, hogy az oszlopok balrdl jobbra haladva a, b, c,d, e, f, g, h ,neveket”, a
sorok aluilrél haladva 1,2,3,4,5,6,7,8 ,neveket” kapnak:

ARLESEAN

F '\-:-'_:'
-l'
; i ey o rooy
il b e = )%
A S i
s 0 0 i
o 2 Tt S R r ¥ ;
L i i = ,E
|- f:-- ot '|:i"\-'-:“ 3 :-...r_-'\- ..:_._._:.. o
A ] e o
" = "
I el S iz e
s S e = s
! & = ’ Al ] .-{"
NN 3 B 5
o ]
L = : LS |
[

12. abra.

Egy mezo6 példaul az al: az els6é mezo a legalso sorban. Vagy e3: az 6todik mezo
az alilrol szamitott harmadik sorban.

A mezok ugyanannyian vannak mint a betii-szam parok, ahol a betii az angol
abécé elso6 nyolc betiije koiil kertil ki és a szam a pozitiv egészek elsé nyolc elemének
egyike.

A matematikusok erre egy kiilon jelolést vezettek be. Az ilyen parok a kétféle
lehet6séget adohalmazok Descartes-szorzata, vagy egyszeruén (halmazelméleti) szor-
zata. A fenti , koordindta-rendszer” parjaiaz {a,b,c,d, e, f, g, h}x{1,2,3,4,5,6,7,8}
halmazt alkotjék. Ahogy a sik geometria koordinata parjainak halmazara a jelolés
R x R, roviden R?.

Definicié. A és B halmazok Descartes szorzata A x B pontosan az (a,b) parokat
tartalmazza, ahola a € A és b € B tetszoleges elemek.

A két tényez6s szorzat konnyen kiterjeszthetd, harom, négy sot tetszoleges véges
tényezOs szorzat esetében. Példaul harom tényezos Descartes-szorzat harmasokat,
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harom hosszu koordindtasorokat tartalmaz, ahol a megfelel6 koordinatéak a megfelel6
halmazbdl jonnek.

Definicié. Az A, A,, ..., A, halmazok A; x Ay x ... x A, Descartes-szorzata
(ay,aq,...,ax) elem k-asokat tartalmaz, ahol az i-edik elem/koordinédta/komponens
az i-edik halmazbdl kerill ki, azaz a; € A; minden ¢ € {1,2,...,k} indexre.

*

Koltozik a csalad. Simon dobozokba rakta a holmijat. Az 4j helyén a szobajaba
raktak dobozait. Amikor belépett a kovetkezot latta:

13. 4bra.

Héany doboza volt? Nyilvan a dobozok/a megszamoland6 objektumok azonositasara
hérom koordinéta kell (szélesség, mélység, magassdg). Mindegyik egymadstdl fiigget-
lenti;] harom értéket vehet fel. A valasz 3-3-3 = 27.

Ezekutan az alapelviinknek mar vilagosnak kell lennie:

Halmazok szorzatdnak elemszama

a tényezdé-halmazok elemszamainak szorzata.

Formuléaval:

Az Ay, As, ..., A halmazok esetén
|A1XA2XXAk|:|A1||A2||Ak|

Taldn jé ha kiemeljiik az egyszeri esetet, amikor két (A és B) tényez6énk van:

[Ax B| = |A]-|B|.
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Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan a szorzéas fogalmat bevezették és
gyakoroltattak (még az évodaban).

*

Az utolsé két alapelviinket egy kicsit tomorebb forméban is felirhatjuk. Ehhez
egy ,,jelolés technikai megallapodéasra” van sziikségiink.

A maésodik alapelvben paronként diszjunkt halmazok unidja szerepelt. A halma-
zokat A-val jeloltiik és ahol indexet hasznéaltunk a kiilonb6z6 halmazok megkiilonboztetésére.
Az unié altalanos tagja A;, ahol az i értékei az 1,2,...,k sorozaton ,futnak at”.
Szerepelt egy Osszeg is, amely altaldnos tagja az |A;| elemszam, ahol az i értékei az
1,2,..., k sorozaton ,futnak &t”. A kozépiskolai A; U Ay U ... U Ag/ |A1] + |As| +
...+ | Ag| jelolésbol ki kell taldlni a sémadt, az altaldnos tagot és az indexek futdsat.
Erre a kovetkezo jelolést talaltak ki a matematikusok:

k k
i=1 i=1

i€{1,2,...,k} iEN:1<i<k i€{1,2,...,k} iEN:1<i<k
A kozépiskolai tipusi Ay X As X ... X A/ |Aq|-|As| ... |Ag| jel6lésekre is van
tomorebb forma:
k k
i€{1,2,...,k} ieN:1<i<k i=1 i€{1,2,...k} ieN:1<i<k i=1

Y az 6sszeg/szumma gorog nevének kezdbbetiije. II a szorzat/produktum gorog
nevének kezddbetiije.
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