Szimmetrikus kombinatorikus struktarak MSc hallgaték szamara

Steiner-harmasok
Eléado: Hajnal Péter 2023

1. Alapfogalmak

Definicié. H halmazrendszer V felett, ha H C P(V) (azaz H a V alaphalmaz

részhalmazainak egy halmaza).

Definicié. H hipergraf V felett egy harmas (V, E,I), ahol I C V x E-nek egy
illeszkedési relacio.

A grafoknal mar megismert alapfogalmakat tobbnyire természetesen altalano-
sithatok a halmazrendszerek, illetve a hipergrafok esetén. Ezek alapjan V' elemeit
csucsoknak, mig H elemeit éleknek nevezziik.

Hipergrafban egy e € E élhez hozzarendelhetjiik a {v € V : vle} halmazt,
e végpontjainak halmazat. Kiilonbozs e, e’ € E esetén ezek a halmazok lehetnek
ugyanazok (azaz e # ¢ € E, de a végpontjaik halmaza megegyezik). Ha ilyen
,parhuzamos élek” nincsnek a H hipergrafban, akkor e € H azonosithato {v €
V' : vle} halmazzal és H tekinthets egy halmazrendszernek. A halmazrendszerek
wegyszert hipergrafok”, ahol az egyszert jelzé a parhuzamos élek hianyat jelenti.

Definicié. Legyen H egy V feletti halmazrendszer, és legyen x € V az alaphalmaz
egy eleme. z fokszama az z-et tartalmazo élek szama. Jelolés: dy(x) = [{e € H :
elz}|.

1. Lemma. Y dy(z) = > |E|, azaz a fokszamok dsszege megegyezik az élek
zeV EeH
meéreteinek osszegével.

Definicié. ‘H halmazrendszer k-uniform, ha barmely £ € H ¢l esetén |E| = k. (H
elemei k elemt halmazok).

Az egyszerd grafok azonosithatok a 2-uniform halmazrendszerekkel.

Egy graf felfoghatéo mint egy hipergraf, amelyben minden él végponthalmaza
1 vagy 2 elemi. Egy graf esetén v € V(G) esetén a grafelméleti dg(v) fokszam
és a halmazrendszerként tekintett dg(v) fokszam eltér, ha v-re illeszkedik hurokeél.
[gazabol egy hurokél egy grafban egy 2-elemti multihalmaz: az egyetlen illeszkedd
csics 2 multiplicitassal. A hipergraf fogalma nem képes egy ilyen multihalmaz-él
lefraséra. Bevezethets egy altalanos fogalom, amelyben az élek az alaphalmaz feletti
multihalmazok. A formalizalast az érdekl6dd hallgato el tudja végezni.

2. Steiner-rendszerek

Legyen v := |V].
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Definicié. S halmazrendszer V felett Steiner-rendszer, ha 3-uniform halmazrend-
szer, amelynek alaphalmaza barmely két kiilonb6z8 pontjat egy halmazrendszerbeli
harmas tartalmazza.

Az alabbiakban egy alternativ leirasat adjuk a Steiner-rendszereknek.

Definicié. K, (v cstcsu teljes graf) éleinek haromszogekre valo particionalasat ne-
vezziik hdromszog-bontasnak. Tehéat a haromszog-bontas esetén az ott szerepld ha-
romszogek él-harmasok diszjunktak és uniojuk kiadja F(K,)-t.

Egyszerd belatni, hogy akkor és csak akkor létezik Steiner-rendszer v ponton, ha
K,-nek van haromszog-bontasa.

Alapkérdés: Milyen v-kre létezik v ponti Steiner-rendszer?

Példa. v = 1,3 ponton létezik Steiner-rendszer.

2. Feladat. v =2,4,5,6 ponton nem létezik v-ponti Steiner-rendszer.
Példa. v = 7 ponton létezik Steiner-rendszer: Fano-sik.

Példa. v = 9 ponton létezik Steiner-rendszer: 3 paraméterd affin sik.
3. Feladat. v = 13 ponton létezik Steiner-rendszer.

Példa. A v = 3* pontban is létezik, mert (Z%, +) csoport és elemein

S={{z,y, 2} vy, 2€ZE v +y+2=02#y#z2#1}
egy Steiner-rendszer.
4. Lemma. Ha létezik S Steiner-rendszer v ponton, akkor 2lv — 1 és 3|v - (v —1).

Bizonyitas. Vegyik K, egy haromszog-bontésat. Ekkor a v(v — 1)/2 élt harom
elemt csoportokba osztalyoztuk. Tovabba minden csticsnal az ott Osszefuté v — 1
élt parokba osztottuk. [

Megjegyzés. A fenti lemma (egyel6re sziikséges) feltételeit oszthatosagi feltéte-
leknek nevezziik. Konnyi elemi szamelmélet adja, hogy a feltétek ekvivalensek a
v=1,3 (mod 6) feltétellel.

A bevezetd példéak/feladatok talan sugalljak, hogy az oszthatosagi feltételek elég-
ségesek is a Steiner-rendszer létezéséhez. Ez igy is van. Ezt a Steiner-rendszer
alaptételének nevezziik. Az alabbiakban célunk v ponti Steiner-rendszer megadasa.
Minél tobb moédszert szeretnénk mutatni ilyen konstrukciora.

3. Steiner-rendszerek elemi konstrukcioi

Az alabbi lemma hasznosnak bizonyul:

5. Lemma. Ky élei felbonthatok 2k + 1 darab magjdnem teljes pdrositas (k éli
parositas) unidjara (xe(Kopy1) = 2k + 1).
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Bizonyitas. A csicsokat egy szabalyos 2k + 1-szog cstcsai reprezentaljak. Minden
oldalhoz tartozzon egy majdnem teljes parosités: az oldallal parhuzamos atlok (a
kiindul6 oldalt is altonak tekintjiik és az altala definialt parositasnak eleme lesz).
Egyetlen pont lesz parositatlan: a sokszog kiindul6 oldallal szemkozti cstcsa. A
fenti majdnem teljes parositasok a lemmét igazoljak. [ |

6. Koévetkezmény. A v = 6k + 3 esetén létezik Steiner-rendszer.

Bizonyitas. Vegyiink harom darab Ko, teljes grafot. Ezek legyenek K, K, K+,
A K graf egy v csticsanak megfelel a v* cstics K-ban és a v™1 cstics KT1-ban.
A harom teljes graf korszertien rendezve van: A vt cstcs a v rdkovetkezGje. v™
rakovetkezgje vt € V(K 1T, amely rakovetkezdje v € V(K).

Alkalmazzuk a harom teljes grafra a lemmat. A majdnem teljes parositasokat
szinekkel kodoljuk. Mind a harom teljes grafban lesz egy piros parositas. Ennek
éleire mint piros élek hivatkozunk. Mindharom péarositas egy cstucsot parositatlanul
hagy, ezekre (harom csics) mint piros csicsra hivatkozunk. Az egyik piros csics
rakovetkezGje a kovetkezd grafban az ottani piros cstcs, a piros élek rakovetkezéi a
kovetkezd graf piros élei. Lesznek kék majdnem teljes parosit’asok, és igy tovabb.

Legyen a S rendszer élei:

(i) {a harom piros pont}, {a harom kék pont},... — Ez 2k 4+ 1 darab harmas.

(i) { piros pont és rakovetkezében valamely piros él két végpontja }, { kék pont és
rakovetkez6ben valamely kék él két végpontja },... — Ez v - k darab harmas.

7. Allitas. S Steiner-rendszer.

Val6ban: Minden x,y € V kiilonboz6 cstcsparra megadhaté rajtuk atmend él.
Tovabbé a harmasok szdma a vart (v(v —1)/6).
A befejezést az érdekl6ds hallgatora bizzuk:

8. Feladat. S Steiner-rendszer V' felett, ha |S| = (g)
él.

és minden pontpdron dt halad

4. Steiner-rendszerek szamelméleti konstrukciéja

Legyen v = 6k+1 prim. Legyen V =F, = {0, 1,...v—1}, ahol az alaphalmazt a mod
v aritmetikéval latjuk el. Legyen F, = {0}UQUQ), ahol @ a kvadratikus-maradékok
(mod ¢ nem-nulla négyzetszamok, azaz azon a # 0 elemek V-bol, amelyekre 22 = a
megoldhaté) halmaza, tovabba @ a kvadratikus-nem-maradékok halmaza. Az F*
a v elemid test multiplikativ csoportja, egy ciklikus csoport, azaz alkalmas g € F}

elemre, hogy F* = {g,¢?,...¢g""'}. Ekkor g?7! = ¢%% =1 és ¢** = qu_l = -1
A konstrukciénakt néhany alaphéromszog leirasaval kezdjiik. Legyen

Ti — {gi7gi+2k7gi+4k}’

ahol 1 < < k.
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Példa. p =v =13, k = 2 esetén
Fi; ={2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1}

T, ={2,5,6}
Ty = {4,10,12}
Eszrevétel. A példaban a két alapharomszoget a szabalyos 13-sz0g csticsain abra-

zoljuk a standard modon, akkor a kombinatorikus oldalhosszak (6 darab) az Osszes
kombinatorikus atlohosszat egyszeresen reprezentéljék.

Igy az alapharomszogek elforgatottjai Steiner-rendszert alkotnak. Ez az Gtle-
tet valositjuk meg tetszéleges olyan ponthalmazon, amely elemszama 6k + 1 alaka
primszam.

9. Tétel. Az észrevétel minden v = p = 6k+1 esetén igaz. Azaz az alaphdromsziogek
3k darab oldala kiilonbézd hosszi.

Bizonyitas. Valoban: Legyen g' T2k, git(et1)2k gg gite2k  git(e+1)-2k Lot alapharom-
sz0g egy-egy oldala (¢ = e € {0,1,2} és 1 < i,5 < k). A két oldal kiilonbozssége
(1,€) # (j, £)-vel ekvivalens.

A bizonyitandd

gi+5-2k . gi+(€+1)2k £ j:(gi+e-2k: _ gj+(e+1)~2k)'

Rendezéssel (osztva a 1 — ¢g?* nem-nulla szammal) kapjuk a kovetkezd ekvivalens
format:
gi+€-2k # :l:gj+e-2k.

Azaz ¢?* = —1 felhasznélasaval

ive2k 4 jte2k ite2k 4 _jte2k+3k
#9 #g )

g és g

Az els6 egyenlStlenség konnyen adodik a (i,e) # (4, £) feltevésbdl. A masodik is
kénnyen meggondolhato. [ |

10. Kovetkezmény. Minden olyan alaphalmazon, amely elemszdma 6k + 1 alaki
primszdam létezik Steiner-rendszer.

5. Skolem-konstrukcid

Definicié. Skolem-pérositas {1, 2, ...2n} parositasa ugy, hogy a parokban 16v6 szam-
parok tavolsaga rendre 1,2, ..., n legyen.

Milyen n pozitiv egészre van Skolem-pérositas?

Példa. n = 1 esetén van Skolem-péarositas. persze csak egy par lehet: 12 és ezek
tavolsaga egy (ahogy kell).

Példa. Az n = 4,6 esetében nincs Skolem-péarositas.

Példa. Az n = 8 esetében 12, 46, 58, 37 egy Skolem-pérositas. Itt a szampéarokban
a tavolsagok rendre 1,2,3.4.
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11. Lemma (Skolem-parositasok oszthatésagi feltétele). Ha létezik Skolem-
pdrositas az {1,2,...,2n} halmazon, akkor n = 0,1 (mod 4) igaz.

Bizonyitas. Létezik Skolem-parositas {1,2,...,2n}-en akkor a parositéas az alaphal-
mazt felbontja két részre: AUF, ahol A az egyes parok kisebb elemeinek halmaza,
F' az egyes parokbol a nagyobb elemek halmaza.

Ekkor
S F=S(a+la) =Y A+ @

a€A

ahol /(a) az a elem és parjanak tavolsaga.

Maésrészt )
~ (n+1)
SR IS EE MBS

Ez utobbi egyenléség rendezve n = @ (mod 2). Elemi szamelmélet fejezi be
a lemma bizonyitasat. |

12. Tétel (Skolem tétele, Skolem-parositasok alaptétele). Ha n-re teljesil a
Skolem-pdrositdsok oszthatosagi feltétele, akkor létezik Skolem-pdrositds {1,2,...,2n}-
en.

Ezt nem bizonyitjuk.

Ko6nnyt latni, hogy {1, 2, ..., 2n}-en akkor és csak akkor létezik Skolem-pérositas,
ha {k, k+1, ..., k+2n—1}-en létezik Skolem parositas. Ez utobbi paroitasbol viszont
konnyt alapharomszogeket definialni a {0,1,2,3,...,6n} halmazon: Minde péarhoz
hozzdadjuk a 0 elemet egy harmas képzéséhez. Az igy kapott n darab alaphérom-
sz0g kombinatorikus oldalhosszai reprezentaljak a 3n darab lehetséges atlohosszat.
Igy elforgatottjai egy Steiner-rendszert adnak.

Eredményeinket a kiovetkezs allitasok foglaljak Ossze.

13. Lemma. Ha{1,2,...,2n}-en létezik Skolem-pdrositds, akkor a {0,1,2,3,...,6n}
halmazon létezik Steiner-rendszer.

14. Kovetkezmény. A v = 24k + 1 és v = 24k + 7 elemi ponthalmazon létezik
Steiner-rendszer.

6. Steiner-rendszerek algebrai-konstrukcioi

S Steiner rendszer legyen a (Vo) a kovetkezd struktura:

r, hax=y,
roy=
z, hax#yés{r,yz}esS.
A kovetkezd lemma foglalja 0ssze a fent definialt o mivelet alaptulajdonségait.
15. Lemma. (V,0) csoport tulajdonsdgai:

(i) xox =z, azaz o idempotens,

(1i)) x oy =youx, azaz o kommutativ,
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(i1i) x o (xoy) =y, ezt o Steiner-tulajdonsagdnak nevezziik.

Az (ii) és (iii) allitasokbol kovetkezik, hogy x o o = y és o o x = y megoldhato
minden z, y-ra. Az ilyen struktarakat kvazi-csoportoknak nevezziik. Tehat a Steiner-
rendszerekbdl specidlis kvazi-csoportokat definialtunk.

16. Feladat. Ha van V-n idempotens, kommutativ, Steiner-mdvelet, akkor létezik
V-n Steiner-rendszer.

Emlékeztets. Egy V feletti S halmazrendszer Steiner-rendszer, ha S 3-uniform, és
barmely x # y € V' elemekhez pontosan egy T' € § ¢l van, melyre x,y € T

7. Steiner-rendszerek és kvazicsoportok (folytatas)

Emlékeztetd. V felett akkor és csak akkor létezik Steiner-rendszer, ha V-n létezik
kommutativ, idempotens, Steiner-tulajdonsigi kvéazicsoport.

A Steiner-rendszerek alaptétele alapjan tudjuk, hogy milyen nagysaga V halma-
zon van kommutativ, idempotens, Steiner-tulajdonsagu kvazicsoport. Ez az allitas
ekvivalens a Steiner-rendszerek alaptételével. Ennél joval egysertibb az alabbi allitas.

17. Lemma. V wvéges halaz esetén pontosan akkor létezik rajta kommutativ, idem-
potens, kvdzicsoport-mivelet, ha |V| pdratlan.

Bizonyitas. ElGszor is irjuk fel egy egy V-n értelmezett + tetszéleges mivelet mi-
velettablazatat, és vizsgaljuk meg hogy a fenti tulajdonsagok miként olvashatoak le
a tablazatbol!

Eszrevétel: (V,+) pontosan akkor kvézicsoport, ha a tablazat minden sordban
és oszlopaban egyszer fordul el minden elem. (Az ilyen téblazatokat Euler utan
Latinnégyzeteknek nevezziik.)

Pontosan akkor kommutativ a miivelet, ha a tablazat szimmetrikus a féatlojara.

Ha idempotens a mtvelet, akkor a tablazat atlojaban V' elemei pontosan egyszer
fordulnak el6. Amennyiben az atléon V' elemei pontosan egyszer fordulnak els, akkor
a miveletitablaja sorainak nevét atdefinialhatjuk tgy, hogy idempotens legyen. Ez
a valtoztatas nem fogja a kommutativ/kvazicsoport-miivelet tulajdonsidgokat meg-
valtoztatni.

Most tegyiik fel, hogy V-n létezik a lemmaban leirt mtvelet. A kvazicsoport-
miivelet tulajdonsag miatt barmely a € V-re pontosan |V| db a van a téablazatban.
A kommutativitds miatt a f6atlot nem tekintve paros sok a lesz a tablazatban. A
f6atlon viszont pontosan egyszer fordul el6, az idempotencia miatt. Igy paratlan sok
a van a tablazatban.

Legyen |V| = 2k + 1. Ekkor a Zs,,1 mint additiv csoport 6sszeadési tablazata jo
lesz, csak arra kell iigyelni, hogy a téblazat sorainak/oszlopainak nevét aszerint kell
megvalasztani, hogy mi szerepel tablazat f6atlojaban, AZAZ nem standard médon
lesz a tabla értelmezve. |

8. Steiner-rendszerek rekurziv leirasai

18. Tétel. Amennyiben léteznek vy, vy pontu Steiner-rendszerek, akkor létezik vy - vo
ponti is.
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Bizonyitas. Két bizonyitéast is ismertetiink.

I. Bizonyitas. Tudjuk, hogy a H-n pontosan akkor létezik kommutativ, idempo-
tens, Steiner-tulajdonsiagu miiveletet, ha létezik H-n Steiner-rendszer. Ha H;, H,
olyan halmazok, amelyeken létezik ilyen miivelet, akkor a H; x Hs halmazon a kom-
ponensenkénti szorzas is ilyen mitivelet lesz (ez kénnyen belathato), igy létezik rajta
Steiner-rendszer.

A maésodik bizonyitas el6tt kimondunk egy definiciot:

Definicio. Egy G graf Ko, 4,4, t-részes teljes graf, ha V(G) = AjUAU. .. UA,,
ahol A;-k paronként diszjunktak, |A;| = a; , és E(G) = {{z,y} v € Aj,y € Aj,i #
Jt

I1. Bizonyitas. A v;-v, cstcsu G teljes graf éleit fogjuk haromszdgekbe osztalyozni.
Bontsuk fel G cstcsait vy db v elemi csiacshalmazba. Ezeken a cstcshalmazokon
beliil az éleket kiilon-kiilon haromszogekbe tudjuk osztalyozni, igy elég maradék
¢leket, azaz G-nek Ky, vy, ... v, részgrafjan szintén haromszogekbe osztélyozni az

T

éleket. Az Osszes ilyen vy csucesu osztalyt legyen {O,}iev,, ahol Vo egy vy elemt
Ss Steiner-rendszer alaphalmaza. Ezek utan mindegyik O, osztalyon beliil adjunk
a cstcsoknak indexet: zg, 1,22, ...,7y,—1. Ha az O, é O, osztilybol valasztunk
egy-egy elemet, akkor a harmadik csiics abban az O, osztalyban lesz, amire z,vy, 2
hérmast alkot Sa-ben. Ha az els6 kettd elemnek i, j volt az indexe, akkor a harma-
diknak az a k szam lesz az indexe, melyre: i 4+ j + k = 0 (mod vy) . Az ezeket a
csuicsokat Gsszekots élek egy osztalyba keriilnek. A definicijabol adoddan ez egy jo
osztalyozasa lesz GG éleinek, igy létezik vy - v9 csticsit Steiner-rendszer. [

Kiemeljiik, hogy a fenti bizonyitas soran belattuk az aldbbi alitast.

19. Lemma. Kq q,...,a €lei hdromszogekbe osztdlyozhatdk, ha létezik v csicsi
———

v X

Steiner-rendszer.

20. Allitas. Ha létezik vi,vo ponti Steiner-rendszer, akkor létezik létezik v ponton
18, ahol

(a) v="11-(vg—1)+1,
(b) v="11-(va —3)+3.

Bizonyitas. (a) Vegyiink egy vy csicsu S)2 Steiner-rendszert v; darab példanyat
gy, hogy barmely ketté példany egy adott a csticsban metszi egyméast. Ekkor
Osszesen (vq - (vy — 1)+ 1 csticsunk van. A vy elemi csticshalmazokon beliil az éleket
S, szerint definidljuk. Vegyiik észre, hogy az 0sszes olyan élt magkaptuk, melyekben
a szerepelhet, és most mar csak olyan élek lehetnek a halmazrendszerben, amelyek
vy elemt csticshalmazok kozott mennek. Most hagyjuk el az a cstcsot, igy kapunk
vy db vy — 1 elemtd diszjunkt csicshalmazt. Az el6z6 lemma miatt az ezeket a
csucshalamzokat 0sszekotd keresztéleket haromszogekbe osztalyozhatjuk.

Igy sikeriilt a halmazrendszerben mené graféleket haromszogekbe osztalyozni,
igy létezik (v - (vo — 1) 4 1) elemt Steiner-rendszer.

(b) Vegyiink egy v csticsi §)2 Steiner-rendszert v; darab példanyat ugy, hogy
barmely kettd példany egy adott T élben/cstcsharmasban metszi egymast. Ekkor
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Osszesen (vq - (vg — 3) + 3 csticsunk van. 7' harom cstcsa mindegyik mas csticesal
egyiitt pontosan egy harmasban szerepel. A konstrukcié befejezése ugyanaz mint
el6bb. [ |

9. Steiner-rendszerek alaptételének bizonyitasa

21. Allitas. v = 1,6 (mod 6) = létezik v ponti Steiner-rendszer.

Bizonyitas. Indirekt teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast

Amennyiben nem igaz az allités, akkor létezik egy minimalis v elemszamu hal-
maz, hogy v = 1,3 (mod 6), amelyen nincs Steiner-rendszer.

A v alapjan két csoportra bonthatjuk a feladatot:

e v = 6k + 3: Erre korabban lattunk elemi konstruckiét, ami barmely k esetén
muikodik.

e v =6k +1: Legyen 6k +1 = 3-2'- 5+ 1, ahol s paratlan. 2! # 6 - m, igy
2! = 2, 4(mod 6). Igy 2! alapjan is esetekre bontunk:

— 28 =6-m+2 vy :=2" +1, vy := 3-s. Ilyenkor léteznek v, v, pontt
Steiner-rendszerek, és vy - (v — 1) + 1 = v miatt v elemd is.

— 2 =6-m+4: vy ;=2 .5+ 1vy := 3. Ebben az esetben a fentihez
hasonléan 1étezik Steiner-rendszer.
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