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A Hoffamn—Singleton-graf és kiilsé automorfizmusok
Eléado: Hajnal Péter 2011. februar 28—mércius 4.

1. A Hoffman-Singleton graf egy 1j nézete

Legyen e = zy egy éle egy (2,7) paraméterd Moore-grafnak. Legyen N, és N,
z y-tol, illetve y x-t6l killénboz§ szomszédainak halmaza. |N,| = |N,| = 6, s6t
azonsitsuk N, és [6], illetve N, és [6] halmazokat. Még tovabbi 36 csticsunk van.
Ezeknek pontosan egy szomszédja esik N,-be és pontosan egy N,-ba. Forditva is
igaz: a € N, és b € N, esetén pontosan egy kozos szomszéd van, ami az eddig el
nem szamolt 36 elembdl keriil ki. Legyen ez a cstcs vg,. A grafunk cstucshalmaza

{x, yJUN,UN,U{vg : @ € N, b € N, }.

1. 4bra.
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Legyen U = {vg : @ € N,,b € N,}. Az U-n kiviili cstcsokra ileszkedd éleket
latjuk. U-n beliil egy 5-regularis graffal kell a leirast befejezniink. Errél sok mindent
ismeriink.

1. Lemma. (i) AY, ={vw:b€ Ny} és Xy = {va : a € N} halmazok fiiggetle-
nek.

(1)) A Xy = {va : @ € N} és Xy = {vay : a € N} halmazok kiézott vezetd élek
egy pdrositast adnak.

2. Lemma. Az X, és Xy halmazok kozotti pdrositds szimmetrikus, azaz a UpyUgy
éllel eqyiitt a vypvLy €lnek is szerepelni kell. Szemléletesen a hat pdrosito €l hdrom
»X €Elparként” valosul meg.

Bizonyitas. (Bizonyitas kezdemény) Legyen v, € U tetszdleges csics és € = vgpUeq
egy U-n beliili, ra illeszkedd él. v,;, meghataroz egy 6t-hosszu C' kort, amely csticsai
rendre vy, a,x,y,b. C és e egyértelmien meghataroz egy Petersen-grafot (lasd a
pentagon-pentagram szarmaztatast). Hol vannak ezen Petersen-graf hidnyzo élei?

[ |
3. Feladat. Dolgozzuk ki a fenti lemmak bizonyitdsait.

Hidnyzik az U-n beliili élek leirdsa. Ez X, = N, halmaznak 15 parositasa,
amelyek azonositottak (]\;y) elemeivel. Ezt ugy kell megtenniink, hogy ne keletkezzen
hérom-, illetve négy- hosszu kor teljes grafunkban.

4. Lemma. A 15 pdrositds vdlasztdsa pontosan akkor lesz megfeleld, ha a kévetkezdk
teljestilnek:

(i) 1,7,k hdarom kilénbozd N,-beli elem esetén {i,j} és {j, k}-hoz rendelt pdrosi-
tasoknak nincs kozos éle.

(it) 1,7,k hdrom killonbézé N,-beli elem esetén {i,j}, {j,k} és {k,i}-hoz rendelt
parositasok eqy-eqy €éle nem alkot haromszaget.

(iii) 1,7, k, € négy kilonbozd Ny-beli elem esetén {i,j}, {j,k}, {k, 0} €s {{,i}-hez
rendelt pdrositdsok eqy-eqy éle nem alkot négy hosszi kort.

5. Feladat. Igazoljuk az el6z6 lemmudt.

A péarositasok konstrukcioja triikkos, ezt a kovetkezd szekcidban irjuk le.

2. Komjugaltsag S,-ben

Definicié. Legyen G egy csoport. h = g 'zg az o csoportelem konjugaltja g-vel.
Ha g hangsulyozasara nincs sziikség, akkor azt mondjuk, hogy h és x konjugéltak.

6. Feladat. A konjugdltsag ekvivalenciareldcio G-n.

Ennek a feladatnak egy kovetkezménye, hogy G konjugaltsigi osztalyokba sorol-
hatok. Az 1 egységelem egy kiilon, egyelemi osztéalyt alkot.

Sy, elemei permutéciok. Minden 7 permutaci6 osztalyozza az alaphalmazt (altala-
ban [n]-et). Az osztalyok a 7 altal generalt részcsoport ({7':i € Z} = {n" : i € N})
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palyainak (az x elem palyaja {n'z : i € Z}) halmaza. Minden palyan egy ciklikus
atrendezésként hat w. 7 ciklus-strukturdja alatt azt értjiik, hogy minden hosszi-
sagra megadjuk hany ilyen hossztségu ciklus van (hany ekkora pélya van). Ha i
hosszu ciklusbol p; van, akkor a struktara (1#12#23#3 ) (azon ciklushosszakat nem
tiintetjiik fel, amelyek nem fordulnak el8, azaz multiplicitasuk (jelolésben kitevéjiik)
0). Az identitas permutacio ciklus-struktaraja (1™). (1") ciklus-struktiraja S,-beli
elem egyetlen egy van, az identitas. Az (1"722) tipust permutéciokat transzpozici-

oknak nevezziik. (1"722) ciklus-struktturaji S,-beli elembdl, azaz transzpoziciobol

(g) van.

A S,, elemeinek ciklus-struktirai azonosithatok az n szam particiival.
7. Feladat. g és h akkor és csak akkor konjugdltak, ha ciklus-struktirdjuk ugyanaz.

Azaz az n szdmparticioi, S, elemeinek ciklus-strukturai, S,, csoportban a konju-
galtsag ekvivalenciarelacio osztalyai azonosithatok.

8. Feladat. Irjuk feln = 2,3,4,5,6,7 esetén a lehetséges ciklus-struktirdkat S, -ben
és adjuk meg, hogy hdny elem rendelkezik ezzel a ciklus-stuktirdval.

3. S, automorfizmusai, bels6 és kiils6 automorfizmu-
sok

Definicié. Legyen G egy csoport. Ekkor minden ¢ csoportelemre G — G, = —
g 'zg egy B, automorfizmusa G-nek. Az igy kapott automorfizmusokat belsd au-
tomorfizmusoknak nevezzik. A bels§ autorfizmusok Aut(G) egy részcsoportjat al-
kotjak, amely részcsoportot Inn(G)-vel jeloljiik. Egy automorfizmus kilsd, ha nem
belsé.

9. Feladat. 3, akkor és csak akkor az identitds, ha g a G csoport centrumdban van.

10. Feladat. S, centruma trividlis (csak az egységelemet tartalmazza), ha n > 3.

Azaz ekkor Inn(S,) ~ S,
11. Feladat. Inn(G) < Aut(G).
Definicié. Out(G) := Aut(G)/Inn(G) a G csoport kiils6-automorfzimuscsoportja.

Megjegyzés. Azaz a kiils6-automorfizmuscsoport NEM a kiils6 automorfizmusok
csoportja. A kiils§ automorfizmusok NEM is alkotnak csoportot. Latjuk, hogy
el6fordul, hogy nincs kiilsé automorfizmus, azaz a kiils§ automorfizmusok halmaza
iires. Ekkor a kiils6-automorfizmuscsoport a trivialis, egyelemt csoport.

*

12. Lemma. Legyen a az'S,, csoport eqy automorfizmusa. Legyen m és ' két azonos
ciklus-struktirdji csoportelem. Ekkor a(m) és a(n’) ciklus-struktirdja is azonos.

Bels6 automorfizmusokra erdsebb is igaz.

13. Lemma. S, belsd automorfizmusai megtartjik az elemek a ciklus-struktirdt.
Azaz S,, minden « belsd automorfizmusdra g és a(g) ugyanolyan ciklus-struktirdji.
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A fenti allitds megforditasa is igaz. Mi egy erGsebb allitast mondunk ki.

14. Tétel. Legyen o az S, csoport eqy automorfizmusa. Ha o megtartja a transz-
poziciokat, akkor belsd automorfizmus.

15. Feladat. Igazoljuk ezt.
16. Feladat. S,-et generdljik a transzpoziciok.

17. Lemma. S, automorfizmusai megtartjik az elemek rendjét. Azaz S, minden «
automorfizmusdra g és a(g) rendje megegyezik.

18. Feladat. Legyen g € S,,. Fejezziik ki g rendjét ciklus-stuktirdja seqgitségé-
vel. Milyen ciklus-struktirdja van a masod-rendi elemeknek? Az egyes mdasod-rendi
ciklus-struktirdk mogott hany csoport elem van?

19. Tétel. Ha n # 6, akkor Aut(S,) = Inn(S,), azaz Qut(S,) = 1.

*

A korabbiak alapjan latjuk, ha Sg-nek van kiils6 automorfizmusa, akkor az felcse-
réli a transzpoziciokat ((112) tipust permutaciokat) és a (2%) tipust permutaciokat.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy Qut(Se¢) = 1 VAGY Quit(Sg) = Zs.
21. Tétel. Qut(Sg) = Zs, azaz Sg-nak VAN kilsé automorfizmusa.

Ennek a ténynek ,egyszert” az igazolasa, fel kell mutatni egy kiils6 automor-
fizmust. Ennek felismerése igen komoly szellemi tevékenység. Az alabbiakban ezt
ismertetjlink egy altalanos modszert kiils6 automorfizmusok felismerésére

*

S5 felismerése mint Sg részcsoportja egyszerd. Tegyiik fel, hogy a permutalt
halmaz [6]. Ekkor Stab(i) egy Ss lesz minden i € [6] esetén. (Stabg(x) az = elem
stabilizatora, azon g € G elemek halmaza, amikre gz = x, egy részcsoport G-ben.)

Vannak azonban furcsa (masmilyen mint a fent leirt standard) eléfordulasai (S; ~
R < Sg) is Ss-nek. Ha egy ilyet leirunk, akkor egy kiils6 automorfizmushoz jutunk az
alabbi modon. Vegyiik R mellékosztéalyait. Ez egy 6 elemi {1,2,3,4,5,6} halmaz.
i = mR permutéciok egy 120 elemi halmaza. Minden Sg-beli g elem hat ezeken a
permutaciokon és egy mR mellékosztalyt egy g(mR) = (gm)R mellékosztalyba visz.
Azaz Sg hat {1,2,3,4,5,6} halmazon.

22. Lemma. (i) Eza hatds effektiv, azaz a fenti hatdsbol ereddSe — S1,2,3,.4,5,6) =~
S¢ csoporthomomotfizmus izmorfizmus/automorfizmus.

(11) Ha R egy elem stabilizdtora, akkor ilyen mddon egy belsé automorfizmushoz
Jutottunk.

(11i)) Ha R nem egy elem stabilizdtora, akkor ilyen mddon egy kiilsé automorfizmus-
hoz jutottunk.
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4. Sg egy kiils6 automorfizmusa I: PG(1,F5)

PG(1,F5) pontjainak halmaza {0, 1,2, 3,4, 00} vagy homogén koordinatékkal {(0 :
1),(1:1),(2:1),(3:1),(4:1),(1,0)}. Ezen a ponthalmazon hat PGL(2,F5),
amelynek % = 120 eleme van.

23. Lemma. Tetszdleges hdarom kiilonbézd p, q,r pontra és hdrom kiilonbozd p', ¢, r’
pontra pontosan eqy g € PGL(2,F5) elem létezik, amelyre gp = p', gqg = ¢' és gr = r'.

24. Tétel. Ezen hatds effektiv, csoportja Ss, de nem eqy csics stabilizdatoraként hat.

5. S¢ egy kiils6 automorfizmusa 11: Egy tologatos ja-
ték

Tekintsiik a kovetkezé hét mezsbdl allo tablat, amelyen egy tologatos jatékot jat-
szunk.

2. 4bra.

A kozépsd helyet {iresen hagyjuk, a keriileti helyekre a 0, 1,2, 3, 4, co jeleket tar-
talmazo kavicsokat helyeziink el. Ezek utdn minden 1épésben az iires mezdre tol-
hatunk egy vele szomszédos mezén allo kavicsot. Ilyen 1épések sorozataval elérjiik,
hogy tjra a kozépsé mez6 legyen iires. Igy a kiindulo elhelyezés egy permutaciojat
alakithatjuk ki. A kialakithato elhelyezések Sg egy részhalmaza, egy részcsoport.

25. Tétel. (i) 120 darab kialakithato elhelyezés van.

(11) A kialakithato elhelyezések részcsoportja Ss-tel izomorf.

A fenti részhalmaz /részcsoport megegyezik az el6z8 pontban, PGIL(2, F5) hata-
sabol eredd részhalmazzal /részcsoporttal.

6. S¢ egy kiils6 automorfizmusa I1II: K; Hamilton-
korei
Ks-nek 4!/2 = 12 Hamilton-kore van, amelyek 6 komplementer part alkotnak.
S5 hat Kj cstcsai és igy a Hamilton-kor-parokon is. Sy elemeit Sg-be képeztiik,

amely leképezés nyilvan csoporthomomorfizmus. Igazabdl S5 izmorf a kép részcso-
porttal.

26. Lemma. A fenti Ss-tel izomorf részcsoport nem egy elem stabilizdtora.
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3. abra.

7. S¢ egy kiils6 automorfizmusa IV: Kj élszinezései

Kg-nak 6 cstcsa, 15 éle, 5 -3 = 15 teljes parositasa és 6 élszinezése van (két élszi-
nezés megegyezik, ha a harom szinosztaly halmaza ugyanaz). A hat élszinezést az
alabbiakban lathatjuk.

o b &
o &

4. abra.

Sg hat a 6 csticson és igy a 6 élszinezésen. Ez a hatés effektiv. Sg-ot bedgyaztuk
a 6 élszinezés szimmetrikuscsoportjaba.

27. Lemma. Ez egy kiilsd automorfizmus.

8. S4 egy kiils6 automorfizmusa V: Kz hAromszog szi-
nezései

Szinezziik ki a (g) = 20 haromszoget két szinnel (csak a két szinosztély szamit) agy,

hogy a cstics diszjunktak ugyanazt a szint kapjak. Tovabba minden négy-klikkben
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két haromszog legyen mindkét szinbdl.
28. Feladat. Soroljuk fel a lehetdségeket.

S¢ permutalja Ky cstucsait és igy hat a haromszogeken is és permutélja a hat
lehetséges szinezést.

29. Feladat. Sg hatdsa a hat szinezésen effektiv és az ebbdl nyert automorfizmus
nem belsd automorfizmus.

30. Feladat. Adjunk bijekciot K5 komplementer Hamilton-korpdrjai és a fenti hd-
romszog szinezések kozott.

9. S¢ egy kiils6 automorfizmusa VI: Az ikozaéder

Vegyiik az ikozaédert: 12 csiicsa 6 szemkdztes parba sorolhato. 30 éle 15 szemkoztes
élparba sorolhato. 20 lapja van.

A kozéppontos tiikrozés alapjan megfeleltetett szemkoztes csticsokat nevezziik el
ugyantgy (a neveink legyenek mondjuk 1,2, 3,4,5,6). A szemkoztes élparok ugyan-
azt a névpart kotik Ossze. ([g]) Osszes eleme el6fordul 6sszekotott élként (kétszeresen
a szemkoztes élparok miatt). A 20 lap cstucsharmasainak nevei az Gsszes ([g])—beli
harmas.

A fentiek alapjan a Kg-rol elmondott két konstrukcié (élszinezések, haromszog
szinezések) , atvetithet6k” az ikozaéder nyelvezetére.

31. Feladat. Végezziik el ezeket a nyelvi forditdasokat.

10. S4 kiils6 automorfizmusai és a Hoffman-Singleton
graf

S¢ kiils6 automorfizmusai alapjan leirhat6 a Hoffman—Singleton-graf. A lefrast a
fejezet elején elkezdtiik. Erdemes ezt 1jbol attekinteni. Az ott szereplé U halmazon
beliili 5-regularis grafot kell leirnunk. Ezt mar Higman is ismerte, de publikacioja
hidnyzik az irodalombol.

Az U-n beliili élek (3) = 15 darab
Mb’b = Mbb’ . [6] = Nx = Xb — [6] = Nx = Xb’
permutaciot irnak le.

32. Lemma. A fenti leirt My, permutdcio fixpont nélkili, sét ciklus-struktirdja
(2°).

Azaz a hianyzo6 élek lefrasdhoz az Sg-beli transzpoziciokhoz kell (23) tipusi Sg-
beli permutéciokat rendelniink.

33. Tétel. Ha a hidnyzo élek leirdsahoz sziikséges hozzdrendelést egy kiilsé auto-
morfizmus alapjdn tesszik meg, akkor eqy (2,7) paraméterd Moore-grifhoz jutunk.

Megforditva egy (2,7) paraméterd Moore-grifbol kiolvasva a fenti hozzdrendelést
az eqy kilsd automorfizmus megszoritdsdt kapjuk a transzpoziciokra.
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