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1. Hoffman—Singleton-graf

A d = T eset vizsgalatat Hoffman és Singleton végezte. Eredményiik: létezik (7,2)
paraméterid Moore-graf, s6t a struktura egyértelmd. A graf a Hoffman-Singleton
graf. A definici6 (és az elnevezés jogossaganak bizonyitéka) azonban hosszu ut vég-
allomasa.

Az alabbiakban feltessziik, hogy G egy (7,2) paramétert Moore-graf.

1. Lemma. (o) |V(G)| =50, |[E(G)| = 175.
(1) G egy erdsen requldris graf (7,0,1) paraméterekkel.
(i) G-ben az dthosszi kordk szama 1260.

(11i) G-ben a hathosszi korok szdma 5250.
2. Feladat. Igazoljuk ezt.

3. Lemma. Legyen C egy dthosszi kor G-ben (csicshalmaza legyen {vg, v, va, U3, v4},
élhalmaza legyen {vgvy, v1va, Vavs, U3Vg, V400 }). Legyen L; a v; csics nem C-re esd
szomszédainak halmaza.

(i) Az L; halmazok diszjunkt dtelemd halmazok, igy L = U L; eqy 25 elemi
halmaz. Legyen P =V (G) — L (specidlisan V(C) C L).

(1) Minden x € L; csucsnak legfeljebb két szomszédja van L-ben. Ezek L;_oUL; o-
ba esnek. Sot a két szomszéd kozil legfeljebb eqy esik L;_o-be €s legfeljebb egy
estk Liio-be. Specidlisan minden v € L csicsnak legalabb ot szomszédja van
P-ben.

(1ii)) Minden v € P — V(C) csicsnak legfeljebb eqy szomszédja esik minden L;
halmazba. Specidlisan minden x € P csiucsnak legfeljebb 6t szomszédja van
N -ben.

(iv) A fenti fokszdm becslések mindegyike eqyenldséggel igaz. Azaz minden x € P
csucsnak pontosan ot szomszédja van L-ben. Minden x € L csiucsnak pontosan
6t szomszédja van P-ben. Igy G|p és G|p is 2-reguldris grdf. (Specidlisan C
egy komponens G|p-ben.) Tovabbd minden x € L; csicsnak pontosan eqy
szomszédja van L;_o-ben és pontosan eqy szomszédja van L; o-ben (tovdbbi
szomszéd nincs L-ben, igy G|p minden kérének hossza 5-tel oszthatd).

(v) G-ben hdromféle othosszu kor van: (la) egyik éle P-ben van, négy éle pedig
P-L €l vagy P/L szerepét felcserélve ilyen. (1b) eqy P-beli, két L-beli élt és
két P-L €lt tartalmaz, vagy P/L szerepét felcserélve ilyen. ((1a) és (1b) tipusi
korok a kereszt-korok). (2) mind az ot éle teljesen P-ben vagy L-ben halad
(oldal-kérok); Tovdbbd 1250 darab kereszt-kor van.
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(vi) G|P és G|L is 6t komponensd grdaf, amelyben minden komponens dthosszi kor.
Legyen Cp és Cp, egy-eqy tetszdleges komponens G|p, illetve G|p-bél. Ekkor
V(C|p) UV (CL) egy Petersen-grdfot feszit.

4. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti lemmdt.

Definicié. P 6thossza koreit pentagonoknak nevezziik. L 6thossza koreit pentagra-
moknak nevezzilk. Az elnevezés fiigg attol, hogy melyik 6thosszu korbdl indultunk
ki. Barmelyik pentagon barmelyik pentagrammal egyiitt egy Petersen-grafot hata-
roz meg (fenti lemma (vi) pontja).

A fenti lemma grafunkat (egy tetszéleges 6thosszi kor alapjan) két oldalra bontja
(P és L), tovabba leirja a két oldal altal feszitett részt. Miel6tt tovabb megyiink
néhény megjegyzést tesziink.

Megjegyzés. A kiinduld C 6thosszi koriink végiil elvezet tiz darab 6thosszi korhoz
(ezek egyike C' maga). Ha ezen tiz kor barmelyikét vessziik és a lemma eljara-
sat alkalmazzuk ugyanehhez a tiz korhoz és két oldalra torténd particiohoz jutunk.
Azaz G 1260 darab kore 126 darab tizes csoporthoz, 126 darab oldalakra torténd
felbontashoz vezet.

Specialisan, ha egy pentagramboél indulunk ki, akkor az pentagonként lesz azo-
nositva. A tiz kor a kiindul6 tiz kor lesz, de a pentagon/pentagram fogalom felcse-
rélédik.

Megjegyzés. A fenti lemméabol kiolvashato, ha C' egy 6thosszu kor és e egy C-hez
nem tartozo él, ami C' egy csticsat koti 6ssze egy C-n kiviili csticesal, akkor pontosan
egy Petersen részgraf van G-ben, amely tartalmazza C-t és e-t is.

5. Feladat. Igazoljuk, hogy G-ben 525 darab Petersen részgrdaf van.

Kovetkez§ 1épésiink a két oldal kozotti élek lefrasa.

A tovabbiakban P elemeit pontoknak nevezziik (25 darab pontunk van), L eleme-
it dolt egyeneseknek nevezziik. Tovabbéa G|p minden komponensére gy hivatkozunk
mint egy-egy fiiggsleges egyenes (azaz dsszesen 30 darab egyenesiink van). Definia-
lunk egy illeszkedési relaciot is a pontok és egyenesek kozott: Egy pont és egy dolt
egyenes akkor és csak akkor illeszkedik, ha szomszédosak (cstucsként G-ben). Egy
pont és egy fliggdleges egyenes pontosan akkor illeszkedik, ha a pont hozzatartozik
a fiiggsleges egyenessel azonositott G|p-beli komponsenshez.

6. Lemma. A fent leirt struktira egy 5 paraméterd affin sik. Tovabba Gy ot
komponensének megfeleld eqyenes 6tds egy-eqy pdrhuzamos egyenessereq. A hatodik
parhuzamos egyenessereg a fliggdleges eqyeneseknek nevezett sereg.

7. Feladat. Igazoljuk a lemmdt.

Ha elfogadjuk, hogy 5 paraméterii affin sik egyetlen egy van (izomorf AG(2, F5)-
tel), akkor egyértelmiien leirtuk az P és L kozti éleket és viszonyukat G|p, illetve G|,
komponenseinek csicshalmazaihoz. Ahhoz, hogy magunk el6tt lassuk a Hoffman—
Singleton-grafot csak dssze kell rakni az affin sk illeszkedési grafjat és az oldalakon
lévé tiz darab othosszi kort. Igazabol mar lattuk, hogy az affin illeszkedés meg-
hatarozza az oldalakon 1év6 komponsensek ponthalmazat. A kérdés ezeken hogyan
hurkolédnak az korok. A korabbiakbdl az is kiolvashatd, hogy elég egy fiiggsle-
ges egyenes pontjain meghatarozni az 0sszekotd 6thosszu kor éleit. Célunk annak
belatasa, hogy ez kétféle modon tehets meg.
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Definicié. AG(2,F5) egyenestartd transzformacioi kozott vegyiik azokat, amelyek
a fliggbleges egyenesek pontjait beliill permutaljak, egyenesek iranyat megtartjak és
nincs fixpontjuk. Az ilyeneket nevezziik korbeallitonak.

Eszrevétel. AG(2,F;)-ben négy korbeallité leképezés van. Mind a négy egy fiig-
gbleges egyenes Ot pontjat egy 6thosszu ciklusban permutalja. Kett6-kettd esetén
a ciklus iranyitatlan élei ugyanazok, csak a leképzés irdnya koliinbozs. Az azo-
nos iranyitatlan ciklusokhoz vegyiink egy-egy reprezentanst: ¢y és ¢1. Legyen két
korbeallallito leképezés iranyitatlan ciklusa e pontjain Cy(e), illetve Ci(e). A két
kiilonb6z6 iranyitatlan ciklus egymaés él-komplementere.

Valoban, (z,y) — (z,y + ¢) alakt transzformaciok, ahol ¢ € F; megfelelGek és
mMAas nincs.

8. Lemma. A HoS grdfban ismerjiik fel eqy PU L felbontdst, a koztik lévd affin sik
incidencia grdafjat és az oldalakon a komponens-strukturdt. Ekkor eqy e fiiggdleges
egyenes pontjain halado Gthosszi kor csak a fenti két ciklus (Co(e), Ci(e)) kizil
valamelyik élhalmaza lehet.

Bizonyitas. Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel ¢ minden fiigg6leges egyenes pont-
jait egymas kozott permutalja, az egyenesek irdnyat megtartja, nincs fixpontja. To-
vabba p, q olyan e fliggsleges egyenesre illeszkeds pontok, hogy ¢(p) = p/, v(q) = ¢,
pp’ él, mig qq’ nem él.

Legyen f egy masik fiigg6leges egyenes és 1 egy ré illeszkedd pont, ahol ¢(r) = r
(ekkor 77 is illeszkedik f-re).

/

1. &bra.

Ekkor pr és p'r’ egyenesek egy parhuzamos egyenessereghez tartoznak (ugyan-
azon L; elemei). Hasonloan qr és ¢'r’ egyenesek egy parhuzamos egyenessereghez
tartoznak (ugyanazon L; elemei, s6t ¢ # j). A p és p’ egy pentagon Osszekotott
cstcsai. pr és p'r’ ugyanazon pentagramban p, illetve p’ szomszédai. Igy sztikségsze-
riien NEM 6sszekotottek. Hasonloan g és ¢’ egy pentagon NEM 6sszekotott cstcsai.
gr és ¢'r’ ugyanazon pentagramban p, illetve p’ szomszédai. Igy sziikségszertien
Osszekotottek.

Vajon r és r’ 6sszekotott-e? A fenti gondolatmenet kétszeri elismétlésével kovet-
keztethetiink pr és p'r’ Osszekotottségére, illetve qr és ¢'r’ Osszekotottségére. Vala-
melyik kovetkeztetés ellentmondashoz vezet, ami az allitast igazolja. |
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Ezekutan két lehetGségiink van egy affin sik P oldalan az egyik fiigg6leges egyenes
pontjaira réilleszteni HoS megfelels oldal-korét. Mindkét lehet&ség meg is megva-
l6sithato van.

9. Lemma. Vegyiik egy PUL halmazon (|P| = |L| = 25) az affin sik pont/délt egye-
nes illeszkedési grifjat (benne P osztdlyozdsdval és L szétbontdsdval pdrhuzamossdgi
osztalyokra). Legyen @; barmelyik korbedllito leképezés, és ennek Ci(e) kore alapjin
indexeljuk e pontjait: vy, vy, v9, V3,4 €s huzzunk be éleket gy, hogy a v; pont két
(e-re esd) szomszédja v;_1 €s vy legyen.

A dolt eqyenesek mindegyik pdrhuzamossdgi osztdalydn belil indexelhetiink az e-vel
vett metszéspont indexével. Eqgy pdrhuzamossdgiosztalyban két gyenes akkor dssze-
kotott, ha az indexelés szerint MASODszomszédosak.

Barmelyik nem fiiggdleges iranyi, pdarhuzamos egyenessereg ezt a ponthalmazt
egy-eqy elemben metszi, igy az indexelés dtvetithetd az ehhez tartozo ot egyenesre.

Hasonloan mindegyik dolt eqgyenessereq indexelése mindeqyik fliggdleges eqyenesre
visszavetithetd és az ottani pontokat kérszeriden rendezi.

(1) Ekkor egy (7,2) paraméteri Moore-grdafot kapunk.

(11) ; kétféle vdlasztasa izomorf grdfokhoz vezet.

Forditva:

10. Lemma. Legyen HoS egy tetszdleges HoS grdf. Ismerjiik fel benne pontjainak
eqy P U L kettéosztdsdat és kizte az affin sik pont/dolt egyenes illeszkedési grdfjdt
(benne P osztdlyozdsdval és L szétbontdsdval pdrhuzamossdgi osztalyokra). Vegyiik
azt a ¢ korbedllito leképezést, amely egy vdlasztott e egyeneshez azt a C(e) kort
rendeli, ami meg is valdsil a HoS élein keresztil. A kor, illetve az élek alapjdn
indexeljuk e pontjait: vo,v1, v, v, vy, ahol az indezelést (modulo 5) értjik és gy
valasztjuk, hogy a v; pont grdafbeli két szomszédja pontosan v;_y €s viy1.

Bdarmelyik nem fiiggdleges iranyi, pdrhuzamos egyenessereg ezt a ponthalmazt
eqy-eqy elemben metszi, igy az indexelés dtvetithetd az ehhez tartozo ot egyenesre.

Hasonloan mindegyik dolt egyenessereg indexelése mindeqyik fliggdleges eqyenesre
wvisszavetithetd és az ottani pontokat korszeriden rendezi.

Ekkor

(1) Minden dolt iranyra a megfeleld eqyenesek ly, U1, ls, U3, Ly indezxelése olyan, hogy
l; pontosan U;_o-vel és ;i o-vel dsszekotitt kozilik.

(11) Minden f fiiggdleges egyenes pontjain az 6t dolt irdnybol nyert ot korszerd
rendezés ugyanaz, megegyezik C;(f) kor szerinti rendezéssel. Tovdbbd az élek
a rendezésben szomszédos csicsok kozott haladnak.

Ez a lemma azt alitja, hogy barmelyik HoS' grafot vessziik is ez ugyanaz lesz
mint az a graf, amit az el6z6 lemmaban kétféleképpen is leirtunk. Ezek utan HoS
nem csak bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezé grafosztaly egy eleme, hanem egy
jol definialt graf-izomorfiatipus.

11. Feladat. |Aut(HoS)| = 252,000.
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