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1. Regularis, nagy derékbéségi grafok kis méretben:
Moore-grafok, cage-ek

Karteszi Ferenc észrevette, hogy a harom regularis grafok, ha derékbdségiik legaldbb
ot, akkor legalabb tiz csticstiak. Tovabba a Petersen-graf az egyetlen tiz cstcstu
ilyen graf. Azaz ismét az extremaélis graf nagyfoku szimmetridval rendelkezik. Az
alapészrevétel egy fontos kutatési iranyt inditott el.

Eszrevétel. Legyen G egy d regularis graf, amely derékbésége legalabb 6t. Ekkor
csticsainak szama legalabb d? + 1.

Valoban legyen v egy tetsz6leges csiics. Ekkor v-nek a szomszédai egy d elemi
N halmazt alkotnak. N mindegyik elemének van d — 1 a v cstcstol kiilonbozs
szomszédja (v masodszomszédai) Ezek alkossék az M halmazt. Ha az N csticshalmaz
d elmeére felsoroljuk, mindegyik v-t6l1 kiilénb6z6 d — 1 szomszédjat, akkor M elemeit
pontosan EGYSZER soroljuk fel (ismétlgdés 6tnél révidebb kort jelentene). Azaz
M| =d-(d—1). Igy |V| > {v} +|IN|+|M|=1+d+ (d®>—d)=d* + 1.

A d-regularis, 6t derékbéségt grafok kozott a d? + 1 ponttuak extremalisak. Ezek
az észrevételek kénnyen altalanosithatok nagyobb derékbdéségre.

Eszrevétel. Legyen G egy d reguléris graf, amely derékbésége legalabb 2k+1. Ekkor
cstcsainak szama legalabb

l+d+d(d—1)+dd—12+...+d(d—1)"".
1. Lemma. Az aldbbiakban eqyszeri grdafok hdrom tulajdonsdgdt soroljuk fel.
(i) G minden foka legaldbb d, girth-e legaldbb 2v + 1,
(11) G minden foka legfeljebb d, datmérdje legfeljebb -,
(iii) G pontjainak szima 1+d+d(d—1)+d(d—1)*+d(d—1)*+...+d(d—1)"" .

Ekkor a fenti hdrom tulajdonsdg kozil barmelyik kettd magdval hozza a harmadik
tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Ha egy egyszerd grafban minden fok legalabb d, akkor egy x csiics
szomszédai legalabb d-en vannak. Masodszomszédai (kettd tavolsagra 1évs pontok)
széma mar valtozatos lehet. Ha azonban a girth legalabb 5, akkor a szomszédok j
szomszédai legaldbb d darab diszjunkt, legalabb d — 1 elemt cstucshalmazt adnak.
Igy a masodszomszédok szama legalabb d(d — 1). Ha a girth legalabb 27 + 1, akkor
a legfeljebb v tavolsagra 1év6 csiicsok szama, igy az Osszes csics szama hasonléan
becsiilhets. Kapjuk, hogy |V| > 1+d+d(d—1)+d(d—1)?+d(d—1)3+. . .+d(d—1)""1.
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Ha egy egyszerd grafban minden fok legfeljebb d, akkor egy x cstcs szomszé-
dai legfeljebb d-en vannak. Masodszomszédai (ketts tavolsagra 1évé pontok) sza-
ma legfeljebb d(d — 1). Hasonléan becsiilhets a legfeljebb ~ tavolsagra 1évs csu-
csok szama, gy ha az atmérd -, akkor az Osszes cstcs szama. Kapjuk, hogy
VI<1+d+dd-1)+dd—-1)*+d(d—-1>*+...+d(d—1)""1

Ha (i) és (ii) is tudott, akkor mindkét becslés ismert és egyiitt (iii)-t kapjuk.

Ha (iii) mellett (i) vagy (ii) ismert, akkor tudjuk, hogy a fenti becslések élesek.
Ennek részletes analizise adja a harom tulajdonsag koziil a hianyzot. |

Definicié. A G egyszeri (d,~y)-Moore-graf, ha a fenti harom tulajdonsaga (azaz a
fenti kett6bol barmelyik kettd) megvan, tovabba d,v > 2.

Megjegyzés. A definiocid ekvivalens azzal, grafunk d regularis. Tovabba tetszdleges
p pont esetén egy szélességi filozofiaval felépitett p gyokerd feszitéfa v mélységi és
benne a gyokértdl és a v mélységt csicsoktol eltérs csticsoknak d — 1 gyereke lesz.
Azaz kiilonb6z6 szomszédokbol ered6 méasodszomszédok halmazai diszjunktak, a
kiilonb6z6 masodszomszédokbol eredd harmadszomszédok halmazai diszjunktak . ..
A fenti leirt feszitéfat a p kozépponti szimmetrikus feszitéfanak nevezziik, jele T,.
A feszitéfa élein til G-nek csak a v mélységl csiicsok kozott vannak élei. A v
mélységd csticsok halmazat a p-hez tartozo horizontnak nevezzik, jele H,. H, egy
d — 1 regularis grafot feszit.

Nyilvanvalo, hogy a d = 1 eset érdektelen, a v = 1 eset trividlis. Az érdekes
példak sora rovid. Erre kés6bb magyarazatot kapunk.

Példa. A 2v + 1-hosszu kérok d = 2 paraméterrel (d, y)-Moore-grafok.
Példa. A Petersen-graf (3,2)-Moore-graf.

Definicié. Egy G graf Moore-graf (d, k paraméterekkel), ha d regularis graf (d > 1),
derékbdsége legalabb 2k + 1, tovabba cstcsainak szama 1+d+d(d—1)+d(d—1)*+
oo d(d—1)FL

A kevés Moore-graf 1éte a kovetkezs fogalomhoz vezet.

Definicié. Egy G graf d, k paramétert cage, ha d regularis graf (d > 1), derékb&sége
legaldbb 2k + 1, tovabbé csiicsainak szama a fenti feltételek mellett minimalis.

Azaz a Moore-grafok a tokéletes (paratlan derékbdségii) cage-ek. A kévetkezd
tétel azt mondja, hogy d = 2 esetén csak kevés k paraméterre lehetséges Moore-graf.

2. Tétel (Hoffman—Singleton-tétel (1960)). Ha létezik d-reguldris, ot derékbo-
ségi, d* + 1 ponti grdf, akkor d € {2,3,7,57}.

Bizonyitas. Legyen G egy d-regularis Moore-graf, szomszédsagi métrixat jelolje A.
(A egy n X n méretd matrix, ahol n = d* + 1.)

Két 6sszekotott csucsnak nines kozos szomszédja (a girth 5, azaz nincs haromszog
grafunkban). Két nem 06sszekotott csticsnak van kozos szomszédja (az atmérs 2),
de csak egyetlen egy (a girth 5, azaz nincs négyhosszu koriink). Ezek a feltételek a
szomszédsagi matrix segitségével az

A+ A=J+(d-1DI
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feltétellel irhato le, ahol J a csupa 1-et tartalmazd méatrix, mig I az egységmatrix
(minden méatrixunk mérete n x n).

Legyen v egy sajatvektor, a A sajatértékkel. A = d (1 multiplicitasa sajatvektor)
esetén v lehet a csupa l-et tartalmazo vektor. Tegyiik fel, hogy A < d. Ekkor v
merdleges a csupa 1-est tartalmazé vektorra. A felirt matrix egyenlGséget szorozzuk
meg v-vel: (A% + A)jv = (J + (d — 1)])v, A(Av) + Av = Jv + (d — 1)Iv, azaz
AM\) + M= (d—1)v, v+ Av = (d — 1)v. A v egy nem-nullvektor, igy

NrA=d-—1.

Ebb6l A kifejezhetd, kétfele értéket vehet fel: =143,

A harom lehetséges sajatérték multiplicitassal: d, multiplicitasa 1; A, =
multiplicitasa py; Ao = %m, multiplicitasa po. Tudjuk, hogy az n darab (mul-
tiplicitasokkal szamolva) sajatértékek osszege az A méatrix nyoma, azaz 0. Sziikséges
megéllapitdsainak a tovabbaikban szétagaznak.

1. eset: A\ (és igy g is) irraciondlis. Ekkor a sajatértékek osszege csak tgy lehet
0/racionélis, ha py = pp = 5%, Ekkor d — %51 = 0. Tudva, hogy n =d*+1a d/n
paraméterek egy masodfoku egyenletnek tesznek eleget. Ebbdl d = 2 (n = 5).

2. eset: \; (és igy Ay is) racionalis. Ekkor 4d — 3 (paratlan) négyzetszam, 4d —
3 = (25 +1)* Ekkor \; = —1 — 4§, Ay = 4. A multiplicitasok kiszamolhatok a
Tod4 g - A4 po - Ao = 0 és 1+ puy + py = n Osszefiiggésbdl. Egy kis technikai
szamolas utan a

—1—+/4d-3
2

15

21 = 166* + 2463 52 )
3211 = 166* + +366% + 30 +7+25+1

Osszefiiggéshez jutunk. Azaz % egész. Mivel 20 + 1 egynél nagyobb, igy értéke
3,5 vagy 15. A harom lehet6ség d = 3,7, 57 lehetéségeknek felel meg. Igy kapjuk a

tétel bizonyitasat. L

A tétel csak lehetséget fogalmaz meg. Megvalosithatok-e? Ha igen, akkor egy-
értelmten, vagy egy fokszam mogott tobb graf is rejlik?

2. (2,2) paraméterti Moore-graf: Cj

A d = 2 eset egyszerti: Mivel a Moore-grafok osszefiiggéek, ha van ilyen, akkor a
korok kozott kell keresniink. A girth értéke is ismert, ezt egyetlen graf valositja meg,
az 6thosszu kor, Cs.

Egy leirdsa: Cstcsok egy szabélyos 6tszog csticspontjai, szomszédsag az oldallal
Osszekotottség.

Cs-tel mar talalkoztunk a Ramsey-grafok vizsgalatanal. Ez egy 6n-komplementer,
erdsen regularis, ponttranzitiv graf. Automorfizmuscsoportja Ds

3. (3,2) paraméterti Moore-graf: Petersen-graf

Karteszi Ferenc mutatta meg, hogy (3,2) paramétertd Moore-graf is egyértelmri.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy izomorfizmus erejéig egyetlen (3,2) paraméterd Moore-
grdf van.
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Ez a Petersen-graf. Legegyszertibb definici6ja az alabbi.

Definicié. Legyen P csicshalmaza [5] kételem részhalmazainak halmaza. Két cstcs
akkor és csak akkor 0sszkotott, ha diszjunktak.

Egy ezzel ekvivalens leirds: A dodoekaéder szemkoztes csicsainak azonositasa-
val kapunk egy cstcshalmazt. A szomszédsag a dodekaéder csucspontjai kozotti
szomszédsaghbol ered.
nese (két pontra nézve perspektiv haromszog harom-harom oldalegyenese, a pontra
vonatkozo6 perspektivitast igazold harom egyenes és az egyenesre vonatkozo perspek-
tivitast igazolo egyenes). Hasonloan definidlhatoa Desargues-konfiguracio 10 pontja:
két pontra nézve perspektiv haromszog harom-héarom csiicspontja, a pontra vonat-
kozo6 perspektivitast igazolo kozéppont és az egyenesre vonatkozo perspektivitas ten-
gelyét kijelols harom pont. A szomszédséag: két egyenes a Desargues-konfiguraciobol
akkor és csak akkor szomszédos, ha nem illeszkedik rajuk kézos pont a Desargues-
konfiguraciobol.

\
=l

4. Lemma. (i) |V(P)| =10,

(i) P egy 3-requldris grdf,

(11i) P egy (3,0,1) paraméterd erdsen reguldris grdf,
(iv) P ponttranzitiv.

5. Feladat. Hatdrozzuk meg Aut(P)-t.

6. Feladat. (i) Igazoljuk, a Petersen-graf nem sikgrdf.

(11) Igazoljuk, hogy a Petersen-grdaf lerajzolhaté a projektiv sikra és a lerajzolds
megualosithato ugy, hogy az automorfizmusok megualdsithatok legyenek egye-
nestarto transzformdciokkal.
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7. Feladat. (i) Ko élei nem szinezhetdk ki hdarom szinnel tigy, hogy mindegyik
szinosztdly eqy Petersen-grdaf élhalmazdt adja.

(11) Kio-ben megadhaté hat Petersen-grif gy, hogy minden él pontosan kettében
szerepeljen.

8. Feladat. Igazoljuk, hogy a Petersen-grafban nincs Hamilton-kér. A Petersen-
grdafnak milyen hosszi korei léteznek és hany darab?

4. (7,2) paraméterii Moore-graf
9. Tétel. Izomorfizmus erejéig egyetlen (7,2) paraméterd Moore-grdaf van.

A tétel felfoghato egy 50 pontu graf definici6janak is. Ezt a grafot Hoffman-
Singleton-grafnak nevezziik. Leiraséra, vizsgalatara késgbb tértink ki.

5. (57,2) paraméterti Moore-graf

HA létezik, akkor 3250 cstcsa van, 58094400 darab 6thosszi kort tartalmaz ... Egy
érvelést inditottunk el. Eddig senki sem tudta befejezni. A kimenetel sem ismert.
Nem tudjuk, hogy az (57,2) paramétertd Moore-graf létezik-e és ha igen, egyértelm-
e.
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