Szimmetrikus kombinatorikus struktarak MSc hallgaték szamara

Extremalis grafok
Eléado: Hajnal Péter 2023.

1. Az extremalis grafelmélet alapkérdése

Rogzitsiink egy grafméretet (cstcsszamot), és vizsgaljuk ezen méreti egyszeri gra-
fokat. Ezen grafok izomorfiatipusainak halmaza legyen G,. G, elemeit abbdl a
szempontbol tekintjik, hogy egy T graftulajdonsaggal rendelkeznek-e. A nyilvan-
valo esetek kizardsa miatt a 7 tulajdonsagrol tegyiik fel, hogy nem trividlis, azaz
van a tulajdonsagot kielégits és a tulajdonsagot nem kielégits graf is.

Legyen p egy grafparaméter (p egy G,-en értelmezett fiiggvény). Legyen m =
mingeg, p(G), és M = maxgeg, p(G). A p(G) > m feltételt az Gsszes n pontu
egyszert graf kielégiti. Igy nem trivialis 7 tulajdonsag esetén a feltétel altal meg-
engedett grafok kozott lesz T-t kielégits és nem kielégits grafis. A p(G) > M + 1
feltételt egyik graf sem teljesiti. A formalis logika szabélyai alapjan mondhatjuk,
hogy a p(G) > M + 1 feltétel garantalja, hogy G-re teljesiiljon a T feltétel. Ha a
p(G)-re adott alsé becslést az m és M + 1 értékek kozott valtoztatjuk, akkor tala-
lunk egy (az (n,7,p) harmashoz tartozo) ,fordulopontot™ egy minimaélis k értéket
ugy, hogy tetszéleges G € G, esetén ha p(G) > k, akkor G rendelkezik a T tulaj-
donsaggal, de van olyan N € G,, hogy p(N) = k — 1, és N nem rendelkezik a T
tulajdonsaggal. Ebben az esetben ezt a k értéket jeloljik p-ext(n; T )-vel.

Az extremalis grafelmélet célja a p-ext(n;T) értékek meghatarozasa. Extremalis
kérdések nemcsak grafokra, hanem mas struktirakra is megfogalmazhatok.

A fenti igen altalanos célkitiizést konkrét esetekkel vilagitjuk meg. Latni fogjuk,
hogy klasszikus grafelméleti eredmények némelyike felfoghaté az extremalis grafel-
méleti vizsgalatok részeként.

* * *

Dirac tétele azt allitotta, hogy ha egy n ponti egyszerd graf minden fokszama
legalabb |n/2], akkor garantaltan tartalmaz Hamilton-kort. Kénnyt meggondolni,
hogy a tételben szerepls |n/2| érték nem csokkenthets. Legyen 0(G) a graf minimé-
lis fokszama, és H a ,,Hamilton-korrel rendelkezni” tulajdonsag. Ekkor a Dirac-tétel
azt allitja, hogy

d-ext(n; H) = {gJ :

* * *

A maésodik példaban a T tulajdonsag ,egy adott Gy részgrafot tartalmazni”
lesz. (Természetesen ez a tulajdonsag nemcsak grafokban vizsgalhato, hanem olyan
strukturakban is, ahol részstrukturat lehet definialni. Ekkor G szerepét egy adott
részstruktira veszi at.)

A grafparamétert véalasszuk az élszamnak.
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Olyan tételt szeretnénk bizonyitani, amely szerint bizonyos élszdm biztosit G-val
izomorf részgrafot. Ilyen tétel nyilvan létezik, hiszen az élszamra (Z) alsd becslést
adva biztositjuk, hogy grafunk teljes graf legyen, és ekkor tartalmaz részgrafként
tetszbleges, legfeljebb n ponti, egyszerd grafot. Ha a kizart részgraf pontszama
tobb, mint n, akkor az élszamra (g) + 1 als6 becslést adva biztositjuk, hogy fel-
tétellink ne legyen kielégithets, igy a kivant tétel automatikusan igaz lesz. Masik
oldalrél, ha az élszamrol nem tesziink fel semmit, akkor az Osszes n pontu egyszert
grafot megengedjiik, és ,,érdekes G grafokra” nem garantalt, hogy legyen G részg-
rafunk. Természetesen a G grafthoz tartozod ,forduldépontot” az eddigiek alapjan
|E(.)|-ext(n; Tg, )-lal kellene jelolni, ahol T, a ,,Go-lal izomorf részgrafot tartalmaz-
ni” tulajdonsag. A kérdés fontossaga miatt célszertibb egy egyszerisitett jelolést

bevezetni.

Definicié. Legyen ext(n; Gy), az a minimalis szam, amelyre minden n pontu, ext(n, Gy)
éli egyszerd graf tartalmaz Gy-lal izomorf részgrafot.

Egy alternativ definici6 lehet az ext™(n; Gy) érték bevezetése: a Go-t részgraf-
ként nem tartalmazo egyszeri grafok kozott a legtobb éli graf élszama ext™ (n; Gy).
Ezen megkozelités alapjan idénként Go-ra mint kizdrt /tiltott részgrdfra hivatkozunk.
Nyilvan ext~(n; Go) = ext(n; Go) — 1.

A fejezet legnagyobb részét azon vizsgalatok foglaljak el, amelyek soréan a fent
bevezetett ext(n; Gy)/ext™(n; Gy) értéket becsiiljik. Ezeket a kérdéseket Turén-
tipusi kérdéseknek nevezziik, a kutatasi iranyt elindité eredmény szerzéje utan.

* * *

Hogy harmadik példankat is leirjuk, sziikségiink lesz néhény fogalomra.

Definicié. Egy G grafban egy e = xy él felosztdsdval nyert H graf az a graf, amely-
nek cstcshalmaza V(G)U{u}, ¢lhalmaza (E(G)\ {e}) U{e1,ex} (az E(G) \ {e} él-
halmaz elemeit ,régi éleknek”) ej-et és eq-t ,0j éleknek” nevezziik), és a régi élek
illeszkedése ugyanaz, mint G-ben, az 1j élek illeszkedése pedig a kovetkezs: ey x-et
és u-t, e pedig u-t és y-t koti Ossze.

A fenti definici6 joval egyszeriibb operéaciot ir le, mint ahogy azt hosszisidga
miatt gondolnank. Az u pontot egy 1j csucsnak is tekinthetjiik ,az e él kdzepén”,
ami természetesen a régi e élt két élre osztja.

Definicié. A H graf a G graf felosztdsa, ha H megkaphatdé G-bdl az élfelosztas
operécio ismételt alkalmazasaval.

Azt is mondhatjuk, hogy H felosztasa G-nek, ha megkaphato tugy, hogy G éleit
legalabb 1 hosszii pontfiiggetlen utakkal helyettesitjiik.

Definicié. A G graf a G graf topologikus részgrifja, ha G tartalmazza részgrafként
Gy egy felosztasat.

Az extremalis grafelmélet témajara harmadik példankban a 7T tulajdonsag a
ytartalmaz G topologikus részgrafot” tulajdonsag lesz.

A paramétert ismét az élszamnak valasztjuk. A megfelels extremalis fliggvényt
top-ext(n; Gy)-val jeloljiik.
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A fenti példék csak kis izelit6t adnak az extremalis grafelmélet téméajabol. A
grafelméletnek ezek a kérdései, igen széleskorii alkalmazasaik miatt, a kutatasok
egyik legfontosabb irdnyat adjak.

Definicié. Legyen G grafok egy halmaza. ext(n;G) az a legkisebb m szam, amelyre
teljesiil, hogy egy n pontt, m éld egyszert graf biztosan tartalmaz G-beli részgrafot.

1. Feladat. Legyen 7T, azn ponti fik halmaza. Bizonyitsuk be, hogy

ext(n; Tp) = (n; 1) + 1.

2. Feladat. Legyen Cy a k-szorosan dsszefiiggd grdafok halmaza. Bizonyitsuk be,

hogy
ext(n; Cy) < (2k — 1) (n — (k — 1)).

3. Feladat. Legyen K a korck halmaza. Hatdrozzuk meg ext(n; KC) értékét.

4. Feladat. Legyen Ky a pdratlan hosszu korck halmaza. Hatdrozzuk meg ext(n; KCy)
értéket.

5. Feladat. Legyen Ky a pdros hosszi korok halmaza. Hatdrozzuk meg ext(n; o)
értéket.

2. K tiltasa, Turan tétele, Turan-grafok

Célunk egy k természetes szam esetén a K-t részgraftként nem tartalmazo egyszert
grafok maximaélis élszamanak meghatarozasa. A kovetkez6kben megadunk nagy
élszamu egyszert grafokat, amelyek nem tartalmazzak K-t részgrafként. Ezeket
Turéan P&l emlékére Turdn-grafoknak nevezziik.

Definicié. Legyen T, ;. a kovetkezs, n pontu egyszert graf (k > 1): Legyen V (T, ) =
{1,2,...,n} =V, ésV = AjUAyU...UA,_1UAy; a ponthalmaz k darab majdnem
egyenld halmazra valo osztalyozasa (tehat A;NA; =0, hai # j, 6s || 4] —|A4;]| <1
barmely i, j-re), és E(G) = {xy : x € A;, ésy € A, valamely i # j esetén}, azaz a
kiilonb6z6 halmazok kozt az 0sszes lehetséges élt behtzzuk, mig egy halmazon beliil
nem vezet él.

n < k esetén T, a teljes graf, és T,,; az iires graf.

Megjegyzés. Az egyes |A;| osztalyok elemszamainak Osszessége (mint multihalmaz)
egyértelmien meghatarozott. Han = ¢ -k +r, ahol 0 < r < k — 1, akkor r darab
A; halmaz elemszama lesz ¢ + 1, és a tobbi (k — r darab) osztalyé ¢q. Igy a fenti
definicié izomorfia erejéig meghatarozza a Turan-gréafokat.

Nyilvédnvalo, hogy T;, 1 nem tartalmazza K-t részgrafként. Altalaban egy k—1-
részes graf nem tartalmaz k elemi klikket: A skatulyaelv alapjan k pontot kivalaszt-
va a ponthalmazbol legalabb ketts ugyanabba az A; halmazba esik, tehat nincsenek
Osszekotve. Tobbet is mondhatunk egy k — 1-részes graf nem tartalmaz olyan grafot,
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mely kromatikus szama legaldbb k. Valoban: Egy k —1 részes graf k — 1-szinezhetd,
igy minden részgrafja is az.

Az extremalis grafelmélet jeloléseivel ext(n; Ki) > |E(T,k-1)|, azaz ext™ (n; Kj) >
|E(T,k-1)|- Belatjuk, hogy ez a becslés ¢les.

6. Tétel (Turan-tétel). k& > 2 esetén
ext” (n; Ky) = |E(Thx-1)]-
Tovabbd, ha G € G, élszama |E(T, x-1)| és nem tartalmaz k elemid klikket, akkor
izomorf T, y—1-val.
7. Feladat. Hatdrozzuk meg Aut(T, x)-t.

8. Feladat. Egy 2n tagu tdrsasdgban n*-nél tobb kézfogds tortént (semelyik két
ember sem fogott kezet eqynél tobbszor). Tudjuk, hogy senki sem fogott tobbszor
kezet, mint Andrds. Bizonyitsuk be, hogy azok kozott, akikkel Andrds kezet fogott,
van két olyan ember, akik eqymdssal is kezet fogtak!

9. Feladat. Legyen G egyszert, k-reguldris grdf. Bizonyitsuk be, hogy a G-ben és a
G-ban szerepld hdromszogek szama eqyiitt

(Z) - gk(n —k—1).

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy n ponti, m éli eqyszerd grafban legaldbb

3 ()

hdromszég van.

3. Legalabb harom kromatikus szamu grafok tiltasa,
Erdés—Stone-tétel

A Turan-graf nem csak ,nagy” teljes grafot nem tartalmaz részgrafként. Egyszert
észrevenni, hogy a T, ;1 Turan-graf minden részgrafja k — 1 szinezhets (hiszen
T, k-1 egy k — 1-szinezhetd graf). Tehat ha a G graf kromatikus szama k, akkor
Go nem részgrafja T, p—1-nek. Azaz ext(n; Go) > [E(T,yco)-1)|-

A Turan-grafok élszamara felirhatd egy képlet, de ez igen hosszi, és benne a
fiiggvény nagyséagrendje el van bijtatva 7. Konnyen adhato azonban egy becslés:

kE—1 n \2 k-2 n? 1 n
E(Top)| > ( )N_._N(l__> _
1B ”“)|—( 2 ) k—1 k—1 2 k—1/\2
Egyszert belatni, hogy a kapott becslés aszimptotikus lesz, ha k fix, és n tart a
végtelenhez, azaz tetszéleges k-ra:

BTG ]
Jim. () ==

2

Tehat az ext(n; G)-ra adott alsod becslés nagysagrendje (1 — W) (Z) Erdss

Pal és A. H. Stone kévetkezs tétele azt mondja ki, hogy ez a becslés éles.
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11. Tétel (Erdés—Stone-tétel). Ha a G egyszert grif nem iires, akkor

lim ext(n; Gy) _1 1

e T @) T

A tételt nem bizonyitjuk. Megemlitjiik, hogy az ext(n; Gy) értékének aszimptoti-
kus viselkedését a y(Go) = 2 eset kivételével a tétel megadja. A x(Go) = 2 esetben
scsak” az ext(n; Gg) = o(n?) formulat kapjuk. Tehat az aszimptotikus viselkedés
szempontjabol csak a paros Gy grafok esete marad hatra.

4. Erddok tiltasa

Bizonyitas nélkiil 6sszefoglaljuk az ext(n; Gy) fliggvényrdl ismerteket:
e Legyen GGy a k pontu iires graf. Ekkor

(5)+1, hak>n,

t(n; Go) =
ext(n; Go) {0, ha k < n.

e Legyen (G egyetlen egy élt és izolalt pontokat tartalmazé k pontu graf. Ekkor

(g)—kl, ha k > n,

1, ha k < n.

ext(n; Go) = {

e Legyen Gy egy legalabb két élt tartalmazd erds. Ekkor alkalmas a(Gg) és
B(Go) (Go-tol figgs, de n-t6l nem fiiggd) pozitiv szamokra

a(Gy) -n < ext(n; Go) < B(Gy) - n.

12. Feladat. (a) Hatdrozzuk meg ext(n; Py) értékét.
(b) Hatdrozzuk meg ext(n; Sy) értékét.
(c) Hatdrozzuk meg ext(n; Psy) értékét.

(c) Hatdrozzuk meg ext(n; My) értékét, ahol My négy pontot és két fiiggetlen
élt tartalamzo grdf.

13. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden T fa esetén létezik olyan cr kons-
tans, amelyre ext(n;T) < ern teljesiil.

5. Tiltott részgrafok: Degeneralt esetek

e Legyen Gq egy kort tartalmazo paros graf. Ekkor alkalmas, csak Gy-tol fiiggd
pozitiv a(Gy), B(Go), 7(Go) és 6(Gyp) szamokra

a(Go) - n"%) < ext(n; Go) < B(Gy) - nG),

ahol 1 < v(Gy) < §(Gy) < 2.
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e Legyen Gy egy nem paros graf (x(Go) > 3). Ekkor

ext(n; Go) ~ <1 _ m) (Z)

Lathato, hogy az also és fels6 becslések kozott a legnagyobb | hézag” a nem
erdd, paros grafok esetében van. Sok konkrét Gy esetén az ext(n;Gy) fiiggvény
nagysagrendje pontosan nem ismert. Egy nevezetes eset, amikor G a kocka élvaza
altal alkotott (8 pontu, 12 éli) graf. Ezt a kérdést méar Turan Pal is megfogalmazta.
Egy méasik méig megoldatlan eset a nyolc hosszu kor: Cs.

6. Négyszogek tiltasa

Miel6tt a négy hosszu kort nem tartalmazo grafokat vizsgalatat elkezdjiitk megem-
litjiik a paros grafok univerzuméra vonatkozo eredményeket.
Legyen G, , a két n ponti szinosztalyt tartalmazo egyszerid paros grafok osztélya.

14. Tétel. Legyen G € G, egy Cy-et nem tartalmazo graf. Ekkor

[B(Q)] < y/n? — Zm + %n — 2 %n +O(/m).
Bizonyitas. Legyenek a két szinosztaly pontjai alsé és fels6 pontok. Két kiillonb6zé
él alkosson V-alakot, ha kozos az alsd végpontjuk. Hany V-alak lehet G-ben?

El6szor is minden felsG cstucsparra egyetlen V-alak illeszkedhet, hiszen két ilyen
egy Cy-et alkotna. Azaz a V-alakok szama legfeljebb (Z)

Masrészt legyen dy,ds, ..., d, az als6 pontok fokai. A d; foka cstcsot tartal-
maz6 V' alakok szama (d;) Kiilonb6z6 alsé csicsra illeszked§ V-alakok halmaz
diszjunkt. Igy a V-alakok pontos szama > (‘12) Ez alalrol becstilhets a Jensen-
egyenl6tlenséggel ((3) = z(x —1)/2 egy konvex fiiggvény), mint n(g), ahol d az als6
fokok atlaga, azaz |E|/n.

A kétféle gondolatmenete Osszevetésébdl kapjuk, hogy

B (@ - 1) /2= n(|E£/n) < (Z’) = n(n —1)/2.

Rendezés utan kapjuk, hogy
|E|? —n|E| — (n* —n?) <0.
Kozépiskolai eszkozokkel adodik az allitas. [ |

Eszrevétel. Legyenn > 3. |E(G)| = y/n? — 3n2+1n akkor és csak akkor, ha létezik

n pontt (és igy n egyenesii) véges projektiv sik. Tovabba az egyetlen extremalis graf
ezen projektiv stk pont-él illeszkedési paros grafja.

Valoban: Ha a fenti tétel fels6 becslése egyenlséggel teljesiil, akkor minden felsé
pontpéarnak egyetlen kozos szomszédja van, tovabba az alsé pontok fokai ugyanazok.
Azaz a felsé cstucsokat pontoknak, az alsokat egyeneseknek nevezve, az Gsszekotést
illeszkedésnek olvasva kapjuk, hogy barmely két ponton pontosan egy egyenes halad
at és mindegyik egyenesen ugyanannyi pont van. Az ilyen struktirak pontosan a
véges projektiv sikok, amibdl észrevételiink adodik.
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Konstrukcié (Projektiv sikok pont-él illeszkedési grafja). I, graf csticsainak hal-
maza P U L, ahol P, illetve £ a PG(2,F,) projektiv sik pontjai, illetve egyenesei.

Konstrukcié (Heawood-graf). I, a Heawood-graf. Azaz a Heawood-graf a Fano-
sik Levi-grafja.

15. Feladat. Rajzoljuk fel a Heawood grafot.

16. Feladat. Igazoljuk, hogy

(1)

* * *

ElGszor az elemi fels becslést bizonyitjuk. A bizonyitas Otlete megegyezik a
paros grafok univerzumara vonatkozé megfelels tételéével.

17. Tétel (Kévary—T.S6s—Turan-tétel). Legyen G € G, egy négy hosszi kort

nem tartalmazo grdaf. Ekkor

1
B(G)| < 0™ /1

A

1
F— 4
n

>~ w

Specidlisan
1
ext(n; Cy) < 5713/2 + O(n).

Bizonyitas. Legyen G egy n pontu, Cy-et részgrafként nem tartalmazo egyszert
graf.

Két élt szomszédosnak neveziink, ha van kozos cstucsuk, azaz a graf lerajzolé-
saban a két él egy ,,A alakot” hataroz meg. Két ilyen élt cseresznyének neveziink.
A két él kozos cstcsa a cseresznye kdzéppontja. Az a két pont, amely csak egy-egy
élnek végpontja, a cseresznye szemei. Szamoljuk meg a cseresznyéket a G grafban.
El6szor az Osszes pont esetén nézziik meg, hany olyan cseresznye van, amelynek
kozéppontja az adott pont. Ilyen modon szamolva Y ", (dz) adodik a cseresznyék
szamara, ahol {d;}I ; a G graf fokszamsorozata. Egy masik modon szamolva mind-
egyik pontparra nézziik meg, hany olyan cseresznye van G-ben, amelynek szemei az
adott két pont. Mivel G-ben nincs Cy-gyel izomorf részgraf, ezért egy pontpérra
legfeljebb egy cseresznye ,tamaszkodhat”. Igy a cseresznyék szaméra az (g) fels6

becslést kapjuk. Tehat

n " /d, d - >t d;
> f) > = &=l
<2> _;(2) _n(2), ahol d =L,

a fokszamok atlaga, azaz @ A mésodik egyenl6tlenség az (

konvexségébdl és a Jensen-egyenlGtlenségbdl adodik.
A fenti becslést rendezve m-re egy fels6 becslést (és igy ext(n; Cy)-re egy felss
becslést) kapunk. A becslés nagységrendje $n/2, [ |

xT

2) = —”’(3”2_ D! fiiggvény

Egy ext(n; Cy)-re vonatkozo alsé becsléshez egy ,sok éli”, Cy-et nem tartalma-
z6 grafot kell megadnunk. Elészor feltessziik, hogy n = ¢*> + ¢ + 1, ahol ¢ egy
primhatvany.
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Konstrukcié (Reiman-graf). Ekkor az R, graf n pontja felfoghato ugy, mint egy
véges projektiv sik pontjai. Két kiilonb6z6 u és v pontot kossiink Gssze, ha egy
kupszeletre (példaul az 2?2 + 23 + 23 = 0 egyenlettel definialt kipszeletre) nézve
konjugéltak (azaz u polarisa athalad v-n, az el6z6 példaban wjvy + usve + ugvg =
0). Ebben a grafban nincs Cy-gyel izomorf részgraf, hiszen ha az z,vy, s, t pontokra
xy,ys, st, tx élek a grafban, akkor az x és s pontok polarisa is az yt egyenes lenne.

Masrészt éleinek szama L ((g+ 1)g + ¢*(¢+ 1)) = 2q(g + 1)* ~ 1n®2.

18. Tetel. (i) V(R = ¢ +q-+ 1, [V(E)| = 5+ 2¢ + )
(it) R, nem tartalmaz négy hosszi kort.

Ha n nem a kivant alaku, akkor vegyiink egy olyan ¢ primhatvanyt, amelyre ¢+
q+1 < n, de g-nak a kévetkezd primhatvanyt valasztva ez a kifejezés mar meghaladja
n-et. Ezutan n — (¢*> + ¢+ 1) izolalt ponttal bovitsiik ki a fenti példat. Szamelméleti
meggondolasokbdl addédik, hogy az igy kapott graf élszama nagységrendileg még
mindig %n?’/ 2 lesz.

19. Feladat. (a) Igazoljuk, hogy

2
ext(n; Ko 3) < gn?’/g + n,

(b) A Kévary—T.Sos— Turdn-tétel bizonyitdsa sordan bevezetett N\ fogalmdt ter-
jessziik ki k élre: k legyezd. A Kévdary—T.So6s— Turdn-tétel bizonyitisanak otletével
adjunk felsd becslést a ext(n; Kyy) fiigguényre.

20. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
ext(n; K, ,) < en? v,

ahol ¢, eqy r-tdl fiiggd konstans.

7. K3 tiltasa, Furedi-becslés, Brown-graf

Ismét a fels6 becsléssel kezdjiik. A Kévary—T.So6s—Turan-tétel 6tlete alkalmazhato.
A naiv mésolas az optimaélis nagysagrendhez vezet, de a konstansok javithatok. Ha
a Kévary—T.S6s—Turén-tétel bizonyitasdhoz egy kis otletet hozzdadunk, akkor az
optimalis konstanst is magkaphatjuk a f&tag el6tt. A részleteket elGszor Fiiredi
Zoltan végezte el.

21. Teétel (Firedi Zoltan becslése). Legyen G egy n ponti grif Kss részgrdaf
nélkil. Ekkor

1 1
|E(G)| < §n5/3 + 03 4 o

Bizonyitas. Ismét a cseresznyéket szamoljuk Ossze. wu és v két kiilonbozd csics
esetén legyen d(u,v) az u és v csucsok kozos szomszédainak szdma, azaz az u-t és
v-t szemként tartalmazo cseresznyék szama. A kérdés

% Z d(u,v) = Z d(u,v)

(u,0)EV X Viu#v (u,v)G(‘Q)
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Osszegrdl szol. Ismét két valaszt adunk, amelyek Osszevetésébdsl adodik a bizonyi-
tando.
Az els6 valasz a korabbi gondolatmenetben is szerepelt

S ) =3 (d(;)> > n@)

(u,v)e(g) veV

ahol d = @

A masodik valaszhoz egy tjabb kérdést tesziink fel. Hany olyan K részgraf van
G-ben, ahol K ~ K3 és u a két elemd szinosztaly egyik csticsa? ElGszor is u-nak
a K-beli harom szomszédja egyértelmiien meghatarozza K-t (ha a hidnyzo cstcsra
v és v’ két alternativa lenne, akkor G-ben lenne K33 részgraf). Azaz a valasz nem

tobb mint (d(gu)). Maésrészt az u cstcs szinosztalybeli tarsa szerint szamolva a pontos

valasz ) oy (u} (d(%’”)). A két valasz Osszevetésébdl kapjuk, hogy

=09)=()

Ezek utan egy egyszert egyenl6tlenségbdl (ezt feladatként tiizziik ki a bizonyitas
utén) kévetkezik > i, (1 d(u,v) becslése. Ebbol:

2 Z d(u,v) = Z d(u,v) = Z Z d(u,v) < 2n*3|E| 4 2n*.

(u,v)e(g) (u,0)EV X Vyuv u weV—{u}
|

22. Feladat. Legyenek ry,...,r,,r nem-negativ valds szamok. Teqyiik fel, hogy
k Ti T
> (5) < (5)- Bkkor

k
Zm < K3y + k.

i=1

Konstrukcié (Brown-graf). Legyen AG(3,F,)-ban F : 2* + ay* + $2° = 1 egy
elliptikus masodrendd felillet. B, r a kévetkezd egyszeri graf: Csucsai AG(3,F,)
pontjai. Két kiillonb6z6 (u,v,w) és (v, v, w’) pont akkor és csak akkor szomszédos,
ha

(u—u')? 4+ a(v —v)? + Blw—w')? = 1.

23. Lemma. (i) |V(B,7)| = ¢,
(it) |E(Byr)l = 56*(¢* — @),

(111) B, r nem tartalmaz Ks 3 részgrafot.

8. (g tiltasa

El6szor felsG becslést adunk n ponti egyszerd grafok élszamara, ha nem tartalmaz-
nak Cgs-ot, azaz hat hosszi kort. Néhany bevezets feladattal kezdiink.
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24. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy n ponti eqyszeri grdf parossd tehetd legfeljebb élei
felének elhagydsdval.

25. Feladat. Igazoljuk, hogy egy m ponti egyszerd grdf kiegyensilyozott pdrossd
tehetd legfeljebb élei felének elhagydsdval.

26. Feladat. Legyen G eqy egyszeri Cg-mentes paros graf. Igazoljuk, hogy legfeljebb
élei felének elhagydsdval Cy-mentessé tehetd.

27. Tétel. Legyen G € G,,,,. Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz négy és hat hosszi
kort. Ekkor
|E(G)| < n'/3.

Bizonyitas. Hany harom éli at van G-ben? A kérdésre két valaszt adunk (egy
becslést és egy pontos vélaszt). A két valasz Osszevetésébdl adodik a tétel allitasa.

El6szor is a vww'v’ utakat szamoljunk Gssze a két végpontja altal meghatarozott
{v,v'} popnthalmazok szerint. Egy végpontparhoz legfeljebb egy 1t tartozik, hiszen
G pérossaga miatt két ilyen 0t létezése esetén négy vagy hat hossza kor is létezne
G-ben. Igy az els6 valasz: legfeljebb (;)

A masodik véalasz igényesebb. Legyen A a graf szomszédsigi matrixa. Konnyt
szamat adja meg. Ezen sétdk kozil a nem visszalépésesek pontosan a harom éld
utak. A visszalépéses séta csak szomszédos u és v cstcsok esetén létezik. Ekkor
ezek szama d(u) + d(v) — 1. Legyen Az az a matrix, ahol az u és v talalkozasaban
d(u) +d(v) — 1 all, ha u és v szomszédos, kiilonben 0. Ekkor az u-t és v-t Gsszekots
haromhosszi utak szdmait tartalmazo matrix A3 — gg. Az Osszes harom éld utak
szaménak dupldjat 17(A% — A3)1 adja meg, ahol 1 € R", a csupa 1 koordinatat
tartalmazo vektor.

17431 = n(\/iﬁl)TA?’(\/iﬁl) szamot a Blakley—Roy-egyenlStlenség alapjan be-
csiilhetjiik (lasd kovetkezs feladat).

1TA51=2 )" (d(u)+d(v)—1)=2 Y d*(v) - 2|E|

u,vUVEE viweV

becslése egyszeriibb. Konnyen adodik, hogy méar a Cj részgrafok hianya miatt is
nagyséagrendje feliilrsl becsiilhets n?-nel. [

28. Feladat (Blakley—Roy-egyenl6tlenség). Legyen w € R’ egységuektor. Le-
gyen A € RY™ szimmetrikus mdtriz. Legyen € eqy pozitiv egész. Ekkor

w? A'w > (w” Aw)".

29. Kovetkezmény.
ex(n; Cg) = O(n*/?).

Végiil leirunk egy graf-sorozat konstrukciojat, amely sok éld, hat hosszi kort
nem tartalmazo grafokat ad meg. Elszaméanak nagysagrendje megegyezik a felsé
becslés nagysagrendjével.

Legyen PG(4,F,)-ben F a kovetkezs feliilet:

F ={[z]: 2"z = 0}.
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30. Lemma. Legyen [u] € F és [{]* egy egyenes [u]-n keresztil (u'¢ =0). Ekkor a
kovetkezok ekvivalensek:

(i) [(]" C F,

(ii) van olyan [v] € [(]* — {[u]}, hogy uTv = 0,

(iii) minden [v] € [{]* — {[u]} esetén uTv =0, azaz [(|* C B, = {[v] : uTv = 0}.
31. Lemma. F rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:

(1) Ha egy egyenes legaldbb hdrom pontban metszi, akkor teljesen benne halad.

(1) Nincs benne hdrom olyan nem eqy ponton dthaladdé egyenes, ami pdronként
metszd. (Nincs benne hdromszig.)

(111) Minden pontjin p + 1 (belsé) egyenes halad dt.

Definicié. Legyen G, az a paros graf, amely két szinosztalyat F pontjai, illetve
egyenesei alkotjak. Egy pont akkor és csak akkor Osszekotott egy egyenessel, ha

illeszkedik ra.
32. Tétel. (i) |V(G,)| = |E(G,)| =p*+p* +p+ 1.
(1) Gy egy p+ 1 requldris grdf.
(iii) G, nem tartalmaz hat hosszi kort.

(i11) G, nem tartalmaz hat hosszi vagy rovidebb kort.
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